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Vorwort

Stellt man sich ein elastisches Tuch vor, in das man eine schwere Kugel legt, so kriimmt sich das Tuch.
Bewegt sich nun eine Murmel auf dieser gekriimmten Fldche, so wird sich die Murmel spiralférmig auf
die schwere Kugel zu bewegen, falls die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel klein genug ist. VergréBert
man die Anfangsgeschwindigkeit der Murmel, so kann man erreichen, dass die Murmel sich auf einer
gekriimmten Bahn an der schweren Kugel vorbeibewegt. Denkt man sich das elastische Tuch weg, dann
wiirde man ebenfalls die verschiedenen Bahnen der Murmel beobachten. Isaac Newton' hat den Grund
fiir dieses Verhalten in der Massenanziehung — der Gravitation — gesehen. Nach der Allgemeinen
Relativitdtstheorie liegt allerdings der Grund fiir das Bewegungsverhalten der Murmel in der
Kriimmung der Raumzeit. Massen ziehen sich also nicht an, sondern kriimmen die Raumzeit wie eine
schwere Kugel ein elastisches Tuch. Die Gravitation ist also keine Kraft, sondern die Ursache fiir diese
Raumzeitkriimmung. Dieses Verhalten der Raumzeit wird durch die Feldgleichungen beschrieben, die
Einstein 1915 gefunden hatte und die J.A. Wheeler treffend im folgenden Satz zusammengefasst hat:

”Matter tells space how to curve and spacetime tells matter how to move!?

Erschwerend kommt bei dieser Vorstellung hinzu, dass es sich bei der Raumzeit um eine
vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit handelt. Bernhard Riemann® war der erste
Mathematiker, der die Geometrie auf nicht euklidischen Rdumen — den Rdumen unserer Anschauung —
untersucht und dabei den Ableitungsbegriff, den man aus dem Oberstufenunterricht kennt, auf diese
Réume erweitert hat.

Lokal sieht so eine Mannigfaltigkeit flach aus, d. h. sie hat lokal keine Kriimmung. Dieses Prinzip hat
Einstein verwendet, um die Feldgleichungen herzuleiten. Er machte dazu folgendes
Gedankenexperiment: Befindet sich man in einem frei fallenden Bezugssystem, z. B. einem Labor, das
keine Verbindung zur AuBenwelt hat, dann kann man durch kein physikalisches Experiment
unterscheiden, ob man sich im gravitationsfreien Raum oder im freien Fall in einem Gravitationsfeld
befindet. Lokal kann man also in einer solchen Situation das Gravitationsfeld nicht erkennen. Ist man
umgekehrt in einem beschleunigten Labor, das keine Verbindung zur Aullenwelt hat, dann kann man
nicht unterscheiden, ob man sich in Ruhe in einem Gravitationsfeld, z. B. hier auf der Erde, oder in
einem Raumschiff im Weltall befindet, das gleichmdfBig beschleunigt wird.

Dieses Prinzip nannte Einstein das Aquivalenzprinzip. Da er zuvor die spezielle Relativitdtstheorie
entdeckt hatte, bedeutet dies, dass man sich lokal immer in einem Minkowskiraum befindet. Der
Minkowskiraum ist eine flache vierdimensionale Mannigfaltigkeit, die durch eine Metrik beschrieben
wird, aus der man die Gleichungen der speziellen Relativitditstheorie herleiten kann.

Wie kann man die Kriimmung der Raumzeit — dies ist die vierdimensionale Mannigfaltigkeit —
berechnen? Dazu muss man eine Bewegung vollziehen, die jemanden an den Anfangspunkt der
Bewegung zurlickbringt. Da die Bewegung sich lokal in jedem Punkt im Minkowskiraum vollzieht, wird
derjenige, der sich in einem Labor befindet, dass keine Verbindung zur Aufienwelt hat, diese

1 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Isaac Newton
2  Zitiert nach John Archibald Wheeler, Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/John Archibald Wheeler

3 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard Riemann
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Kriimmung auch nicht bemerken. Es sei denn, er vergleicht rdumliche Grélsen mit dem Anfang der
Bewegung und dem Ende. Wenn man sich zum Beispiel vom Nordpol aus zum Aquator bewegt, dann
wird sich der Vektor, der die Bewegungsrichtung anzeigt, immer tangential zum Weg sein. Wir konnen
uns also vorstellen, dass wir in einem Auto diesen Weg auf der Kugeloberfliche der Erde zurticklegen.
Montiert man am Lenkrad eines Autos einen Pfeil, der in die Bewegungsrichtung zeigt, dann wird sich
dieser nicht verdndern. Wenn wir dann unser Lenkrad um 90° drehen, um den Aquator entlangzufahren,
dann wird dieser Pfeil senkrecht zur Bewegungsrichtung verlaufen. Drehen wir uns mit unserem
Fahrzeug erneut auf einem Punkt des Aquators zuriick, um dann wieder zum Nordpol zu gelangen,
dann wird der Pfeil wieder in die Bewegungsrichtung zeigen. Wenn wir aber am Ausgangspunkt
angelangt sind und wir den Pfeil im Auto mit dem Pfeil vergleichen, den wir am Anfang der Bewegung
markiert haben, dann werden wir feststellen, dass die Pfeile nicht iibereinstimmen. Dieser Unterschied
ist ein Ma# fiir die Kriimmung der Raumzeit und wird durch den Riemannschen Kriimmungstensor
beschrieben.

Um den Riemannschen Kriimmungstensor herzuleiten, braucht man eine Metrik, die angibt, wie man
Léngen auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit misst. Hat man diese Metrik, kann man zu jedem Weg
in dieser Mannigfaltigkeit eine Verbindungskurve konstruieren, entlang derer man einen Vektor im
Tangentialraum der Mannigfaltigkeit parallel verschieben kann. Verschiebt man dann einen solchen
Vektor entlang einer geschlossenen Kurve, so erhdlt man den Riemannschen Kriimmungstensor. Zur
Berechnung des Riemannschen Kriimmungstensor ist also nur die Verbindung wichtig, die zwei Punkte
auf der Mannigfaltigkeit mit einem Weg verbindet, entlang dessen man einen Vektor parallel
verschieben kann. Diese Verbindung kann man tiber die Metrik berechnen und damit auch den
Kriimmungstensor. Man nennt diese Verbindung auch einen Schnitt im Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit. Hat man einen Schnitt im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit, so kann man jeden
anderen Vektor im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit parallel entlang dieses Schnittes bewegen.
Dabei dndert sich der Winkel zwischen Schnittvektor und parallel verschobenen Vektor nicht.

Der erste Teil dieser Abhandlung beschdftigt sich mit diesem rein mathematischen Thema. Dabei
spielen gewisse mathematische Objekte eine zentrale Rolle, die man Tensoren nennt. Eine Gleichung,
die man mit Tensoren aufstellt, gilt dabei fiir jede Koordinatentransformation. Koordinaten sind dabei
Zahlentupel, mit der man die Riemannsche Mannigfaltigkeit lokal beschreiben kann. Dies war auch der
Grund fiir Einstein, mit Tensoren Gleichungen aufzustellen, weil die physikalischen Gesetze in jedem
Koordinatensystem giiltig sein sollen. Eine schwere Aufgabe fiir Einstein, weil es ca. drei Jahre
dauerte, bis er die richtigen geometrischen Tensoren fiir seine Feldgleichungen gefunden hatte.

Der zweite Teil der Abhandlung ist der physikalische Teil. Er bezieht sich auf den Energie-Impuls-
Tensor und versucht, bekannte Ergebnisse liber Schwarze Locher mathematisch zu reproduzieren.

Diese Abhandlung richtet sich an Leser, die die mathematischen Grundlagen der Einsteinschen
Feldgleichungen kennenlernen wollen, weil alle mathematischen Begriffe dafiir sehr ausfiihrlich
behandelt werden und mit Beispielrechnungen unterlegt sind, die hoffentlich dazu beitragen, die
Begriffe transparenter zu machen.
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Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Herleitung der Einsteinschen Feldgleichungen auch iiber das
Prinzip der kleinsten Wirkung vollzogen werden kann. Da dieses Prinzip recht universell auch in der
Quantenmechanik gilt, wdre dieser Zugang systematischer. Das Prinzip ist ein Bindeglied zwischen
Allgemeiner Relativitdtstheorie und Quantenmechanik oder Quanten-Feld-Theorie. Diese Art der
Herleitung stammt vom deutschen Mathematiker David Hilbert und wird hier nicht besprochen®. Eine
Herleitung auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung wird im Abschnitt Hamiltonsche Mechanik am
Beispiel der Brachistochrone besprochen. Die Hilbert-Wirkung der allgemeinen Relativitdtstheorie ist
dabei durch folgenden Ausdruck gegeben:

4
- _° . . . d ' j
W,a(g) = 167G f\/(l det[g(x)] |) R(g(x)) - d*x , wobei g der metrische Tensor und
R der Ricci-Skalar ist.

https://www.pexels.com/de-de/suche/mond/

4 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Einstein-Hilbert-Wirkung
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Neutronenstern und Roter Riese, Bildquelle: NASA/Dana Berry; Lizenz: gemeinfrei

Teil I: Die Mathematik der linken Seite
der Einsteinschen Feldgleichungen
oder die Geometrie der Raumzeit
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Kapitel I: Lineare Algebra - Tensorrechnung

1.1 Der kovariante Metriktensor

Bei den folgenden Uberlegungen soll V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber IR mit einem
Skalarprodukt sein. Der Vektorraum wird durch Basisvektoren g, i=1, ... , n erzeugt oder

aufgespannt. Das heilst, dass man jeden Vektor des Vektorraumes als Linearkombination der
n
Basisvektoren schreiben kann: d= Z a'-g. .Achtung: d' ist nicht die i-te Potenz der Variablen a,
i=1
sondern die i-te Komponente des Vektors d . Der Buchstabe i ist ein Index!

Man nennt die Symbole d'  die kontravarianten Komponenten des Vektors @ bezogen auf die
kovariante Basis g, . Die Summe enthdlt den Summationsindex i, der bei den Komponenten oben

und bei den Basisvektoren unten vorkommt. In diesem Fall schreibt man einfach: d=a'-g, und nennt

dies die Einsteinsche Summenkonvention. Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren d=a'-g, und
b=b'-G, kann man dann mit der Summenkonvention 6~E=ai~bj'§i-§j schreiben, weil es linear und

kommutativ ist. Die Skalarprodukte der Basisvektoren g;g, sind reelle Zahlen, die man mit
gig;=g; bezeichnet. Damit erhdlt man die Formel:

E-B:gij-ai-bj :

Man nennt die Matrix ( gij) den Metriktensor, weil man damit die quadratische Ldnge eines Vektors
beziiglich einer Vektorraumbasis g, i=1, ..., n berechnen kann:

a-a=g;-a-a .

In der Hauptdiagonalen des Metriktensors stehen die g,-g,=g, , also die quadratischen Ldngen der
Basisvektoren. Da das Skalarprodukt kommutativ ist, ist der Metriktensor symmetrisch, d. h.:

gi'gi:gij:gﬁzgj'gi :

Berechnet man die Determinante des Metriktensors, so kann man das Volumen des durch die
Basisvektoren aufgespannten Parallelotops berechnen:

Vol=+/ | det(g,;) |

Die Determinante des Metriktensor kiirzt man mit g=det(g U) ab und erhalt:

Vol =V |g| .
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Der Metriktensor ist also die zentrale Grolse, um Ldngen, Winkel, Flichen und Volumen in einem
Vektorraum zu berechnen, der keine Orthonormalbasis hat, d. h. die Basisvektoren haben nicht alle die
Ldnge 1 und stehen nicht alle paarweise senkrecht aufeinander. Bei einer Orthonormalbasis g, i=1,

...,ngiltaber §G-g,=g,=0 falls i#j und g g,=g,=1 sonst. Der Metriktensor beziiglich einer
Orthonormalbasis ist also durch die Einheitsmatrix, die in der Hauptdiagonalen nur Einsen und sonst

nur Nullen stehen hat, gegeben. Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit 51-1 und erhalten:

gij:6ij falls §. eine Orthonormalbasis ist.
Tensoren sind noch zu definierende Elemente. Ich werde spdter darauf zuriickkommen. Der
Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten  Tensoren besteht in  ihrem
Transformationsverhalten bei einem Basiswechsel. Auch dies wird spditer erst behandelt.

Den Metriktensor kann man auch fiir krummlinige Koordinaten definieren. Dabei dndern sich die
Basisvektoren der Vektorrdume entlang der Koordinatenlinien, die durch die krummlinigen
Koordinaten festgelegt sind. Der Metriktensor ist dann punktweise definiert. Der Punkt, um den es
geht, ist durch die krummlinigen Koordinaten gegeben. Die Basisvektoren des dazugehorigen
Vektorraums sind die Tangentialvektoren entlang der krummlinigen Koordinatenlinien in diesem
Punkt. Damit wird sich der Metriktensor auch in Abhdngigkeit des Punktes, den man in krummlinigen
Koordinaten gegeben hat, verdndern. Standardkoordinaten fiir krummlinige Koordinatensystem sind
die Kugelkoordinaten oder die Zylinderkoordinaten. Wir werden spdter sehen, wie sich die
Basisvektoren und der Metriktensor punktweise verdndern, wenn man mit diesen Koordinatensystemen
arbeitet.

Widhrend man mit Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten noch alle Punkte im Euklidischen Raum
beschreiben kann, der als Vektorraum eine orthonormale Basis besitzt, kann man bei manchen Rdumen
dies nicht mehr tun. Hier ist es nur lokal moglich, Koordinaten so zu wdhlen, dass man in einer
Umgebung eines Punktes alle Punkte in dieser Umgebung mit den lokalen Koordinaten eindeutig
beschreiben kann. Solche Réume nennt man Mannigfaltigkeiten. Damit man auf diesen Rdumen
Geometrie betreiben kann, also die Moglichkeit hat, Ldngen, Winkel und daraus abgeleitete
geometrische Grolsen zu definieren, muss man iiber ein Skalarprodukt, eine Metrik verfiigen. Diese Art
von Mannigfaltigkeiten nennt man Riemannsche Rédume. Bernhard Riemann® hat die Geometrie auf
diesen nicht Euklidischen Rdumen entwickelt. Ein zentraler Begriff ist dabei die Kriimmung, und es
wird sich spdter herausstellen, dass Riemannsche Rdume flach sind, so wie der Euklidische Raum es
ist, genau dann, wenn der Kriimmungstensor 0 ist. Um aber Kriimmungen zu berechnen, benétigt man
einen Ableitungsbegriff auf den Riemannschen Réumen. Es handelt sich dabei um die sogenannte
kovariante Ableitung, zu der es natiirlich auch eine kontravariante Ableitung gibt. Dieses Konzept hat

5 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard Riemann
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Albert Einstein® fiir die Feldgleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie’ benutzt, die in etwa
folgendes bedeuten: Die Kriimmung der Raumzeit ist dquivalent zur Gravitation.

Den Metriktensor kann man auch fiir krummlinige Koordinaten definieren. Dabei dindern sich die
Basisvektoren der Vektorrdume entlang der Koordinatenlinien, die durch die krummlinigen
Koordinaten festgelegt sind. Der Metriktensor ist dann punktweise definiert. Der Punkt, um den es
geht, ist durch die krummlinigen Koordinaten gegeben. Die Basisvektoren des dazugehdrigen
Vektorraums sind die Tangentialvektoren entlang der krummlinigen Koordinatenlinien in diesem
Punkt. Damit wird sich der Metriktensor auch in Abhdngigkeit des Punktes, den man in krummlinigen
Koordinaten gegeben hat, verdindern. Standardkoordinaten fiir krummlinige Koordinatensystem sind
die Kugelkoordinaten oder die Zylinderkoordinaten. Wir werden spdter sehen, wie sich die
Basisvektoren und der Metriktensor punktweise verdndern, wenn man mit diesen Koordinatensystemen
arbeitet.

Wiéhrend man mit Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten noch alle Punkte im Euklidischen Raum
beschreiben kann, der als Vektorraum eine orthonormale Basis besitzt, kann man bei manchen Rdumen
dies nicht mehr tun. Hier ist es nur lokal moglich, Koordinaten so zu wdhlen, dass man in einer
Umgebung eines Punktes alle Punkte in dieser Umgebung mit den lokalen Koordinaten eindeutig
beschreiben kann. Solche Rdume nennt man Mannigfaltigkeiten. Damit man auf diesen Rdumen
Geometrie betreiben kann, also die Moglichkeit hat, Ldngen, Winkel und daraus abgeleitete
geometrische Gréfen zu definieren, muss man liber ein Skalarprodukt, eine Metrik verfiigen. Diese Art
von Mannigfaltigkeiten nennt man Riemannsche Rdume. Bernhard Riemann® hat die Geometrie auf
diesen nicht Euklidischen Rdumen entwickelt. Ein zentraler Begriff ist dabei die Kriimmung, und es
wird sich spdter herausstellen, dass Riemannsche Rdume flach sind, so wie der Euklidische Raum es
ist, genau dann, wenn der Kriimmungstensor 0 ist. Um aber Kriimmungen zu berechnen, benétigt man
einen Ableitungsbegriff auf den Riemannschen Rdumen. Es handelt sich dabei um die sogenannte
kovariante Ableitung, zu der es natiirlich auch eine kontravariante Ableitung gibt. Dieses Konzept hat
Albert Einstein’® fiir die Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitditstheorie' benutzt, die in etwa
folgendes bedeuten: Die Kriimmung der Raumzeit ist dquivalent zur Gravitation.

6 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Albert Einstein

7  Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Einsteinsche Feldgleichungen

8 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard Riemann

9 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Albert Einstein

10 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Einsteinsche Feldgleichungen
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1.2 Der kontravariante Metriktensor

Zu jeder kovarianten g, i=1, ..., n Basis existiert in eindeutiger Form eine kontravariante Basis
oder duale Basis des dualen Vektorraums V*=L(V,R) aller Linearformen von V nach R , die

man mit g' i=1, ..., n bezeichnet. Eine Linearform ist eine lineare Abbildung von Vnach R . Die
Menge der Linearformen bilden ebenfalls einen Vektorraum, den man mit V" bezeichnet.

Man kann diesen Vektorraum tiiber das in V gegebene Skalarprodukt mit V isomorph oder

strukturerhaltend abbilden. Dazu setzt man: gi:gi-g’jZO fir j#i und g'=g'-G,=1 . Dies liefert
die implizite Bedingung fiir die kontravariante Basis:

Die lineare Abbildung CDg~,E V*:L<V,|R) ist dann durch (D;(V):gj-v gegeben.

Geometrisch bedeutet das, dass der kontravariante Basisvektor ¢ senkrecht auf allen anderen
kovarianten Basisvektoren g, steht, wenn i#j gilt. Zur kontravarianten Basis gehort der
kontravariante Metriktensor:

—_ —_

g =g g

Zuerst sollen die kontravarianten Basisvektoren g’ berechnet werden, wenn die kovarianten
Basisvektoren g, gegeben sind. Dazu macht man folgenden Ansatz:

gi:AU'gj

i
Summiert wird tiber j (Einsteinsche Summenkonvention) und (AJ) ist die Umrechnungsmatrix.

Multipliziert man die obere Gleichung skalar mit g* so erhdlt man:

gi-gk:A'j-g’j-gk bzw.
ik ij k
g = A - ¢,

k
Da aber 5J- nur fiir j=k einen Betrag liefert, kénnen wir in der Summe den Index j gegen k

. ik ik ik
austauschen. Ubrig bleibt nur ein Summand A" . (gl ) und (Al ) sind also dieselben

Matrizen. Da in der Tensorrechnung sehr stark mit mehrfach indizierten Grdlsen gearbeitet wird,
formuliert man folgende Regel:
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j k k
R1: Austausch der Indizes (Tensorverjiingung): X6 i =X mit dem Summationsindex j und

den freien Index k. Analog dazu hat man im dualen Fall: Xj : (SkJ: Xk .

-

Als vorldufiges Ergebnis erhdlt man: ng glj,g'j mit dem Summationsindex j und den freien Index

-

- I
i. Analog dazu hat man im kovarianten Fall: g, =(,;g . Um dies zu sehen, fiihrt man dieselben
Rechnungen wie zuvor mit umgekehrten Indizes aus. Bildet man das Skalarprodukt, so erhdlt man:

61‘_"1'—»_ T Tl >

k=9 '9x—9 '9;9w9 =9 9ud;'9g -

Nach der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber die Indizes j und | summiert. Dies liefert das
; o ]

vorléiufige Ergebnis: O kl: gU' gkl'6 IR Wendet man die Regel liber den Austausch der Indizes an,

liefert das:. 5kl?glj-gkj . Da aber der Metriktensor symmetrisch ist, gilt: 9= 9 jk und man

erhdlt: 6kl:gu-gjk . Hier ist j der Summationsindex und i und k sind frei wdhlbar. Die Summen

ij . Coe . . — b . .
g / "J jx sind aber die Eintrdge einer Matrix Cy=( . g jx die wegen der rechten Seite der letzten

Gleichung die Einheitsmatrix ergeben muss. Also ist der kontravariante Metriktensor die inverse
Matrix zum kovarianten Metriktensor. Damit haben wir das endgiiltige Ergebnis gefunden:

(g")=(g;) " oder(g;)=(g")" .

In der Herleitung des kontravarianten Metriktensors hat man folgenden Zusammenhang zwischen
kovarianten und kontravarianten Basisvektoren benutzt:

g=g"g; bow
gi:gy°gj

Auch hier ist beziiglich einer orthonormierten Basis: gj—5ij . Deshalb stimmen die kovarianten

-

. . . i__ j = __ -
und kontravarianten Vektorraumbasen iiberein: g =0 i . g,=9; -
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1.3 Die kovarianten und kontravarianten Koordinaten eines Vektors

- i - ; .
a=a-g,; .Die d nennt man die kontravarianten Komponenten oder Koordinaten des Vektors

-

a beziiglich einer Basis g,. .

-

= i . . . . -
a=da; g .Die a; nennt man die kovarianten Komponenten oder Koordinaten des Vektors a

-

beziiglich einer Basis gi .

Den Zusammenhang der beiden Komponenten erhdlt man auf folgende Weise:

- -

. . k
Cll'gi:alfgl . Man multipliziert beide Seiten der Gleichung skalar mit g . Dies liefert:

ok Ci Tk Zi Tk ik
611'51- =ai-g’- g . Aber die Skalarprodukte gl-g sind Eintrdge des Metriktensors (gl )

- -

Und damit erhdlt man mit Regel 1 auf der linken Seite der Gleichung ai-ch.( :ai'g'-gk Ny
k ik
a=a-g .

Analog ergibt sich der Zusammenhang zwischen den kovarianten Komponenten oder den Koordinaten
des Vektors 0= a,.-g’ :
_ i
a=a-gy -

Damit erhdlt man, dass der Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Vektors der gleiche
Zusammenhang ist wie zwischen den Basisvektoren des Vektors.

Die beiden Matrizen ( gl.j) und ( g”) sind die kovarianten und kontravarianten

ik
Metriktensoren und invers zueinander: gi - gJ =94 lk
Ergebnis Umrechnung Ko nach Kontra | Umrechnung Kontra nach Ko
Basis _bi_ ij = - _bJ'
g=9 -9; 9i—=9;'9
Komponenten k__ ik —
a =daqg d=a g
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1.4 Das Transformationsverhalten kovarianter und kontravarianter
Vektoren

Eine lineare Beziehung von Vektorbasen: (= al.J-g i mit der Einsteinschen Summenkonvention

geschrieben sei gegeben. Dann sind die Clij Eintréige einer Matrix — die Transformationsmatrix der

kovarianten Basisvektoren. In der Gleichung gi:ai’-gi , in der i ein freier Index ist, sind die

-

al.J fiir jede Wahl von i die kontravarianten Komponenten der neuen Basisvektoren (; bezogen

-

" k_ 3 k1
auf die alte Basis J; . Entsprechendes gilt fiir kontravariante Basisvektoren: :bl g

b, ist die dabei die Transformationsmatrix der kontravarianten Basisvektoren, mit der man aus den

-
- A

. Lo . k
alten Basisvektoren ( die neuen Basisvektoren (  berechnen kann.

-
A

j -
di a - g;

-

gk — blk . gl

Multipliziert man skalar die linken und rechten Seiten der beiden Gleichungen so erhdlt man:

>4

-
A

k ok = k kgl
g.'g :Clij'bl ‘g;’g , also 0, :a,.J-bl 61' mit dem Austausch der Indizes RI:

1

k j k j k

61‘ =da,; J'bj . Auf der rechten Seite steht das Produkt der beiden Matrizen a, 7 und bj . Also
j k

sind die beiden Matrizen al.’ und bj invers zueinander. Damit erhdlt man das Ergebnis: Die

kovarianten Basis transformiert sich mit der inversen Matrix der kontravarianten Basis und
umgekehrt.

Das Transformationsverhalten der kontravarianten Koordinaten erhdlt man, wenn man einen
kovarianten Vektor X  beziiglich der Ausgangsbasis und der transformierten Basis darstellt. Man
erhdlt die Gleichung:

2, _ /\1'7\> _ i > /\1'7\> _ i >
X =ag, = ag; bw ag, = adg,

k
Diese Gleichung wird mit (  skalar multipliziert. Damit erhdlt man folgende Umformungen:
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Ai 2Ok o ko oaick_ io Lk 0 Ak ip ko I ak_ i kgl _
a-gr-g =a-gr-g ,aé, =a-g-b' g ,a=a-b gg ,a=a-b 6 . Mit

Indexaustausch ergibt dies schliefilich ak:a’-bik
kontravarianten Komponenten eines kovarianten Vektors genauso transformieren wie die
entsprechenden kontravarianten Basen. Umgekehrt erhdlt man ebenso die Transformation der
kovarianten Komponenten eines kontravarianten Vektors in zwei unterschiedlichen kontravarianten
Basen. Die kovarianten Komponenten eines kontravarianten Vektors transformieren sich genauso wie
die entsprechenden kontravarianten Basen.

k j \—1
Die beiden Matrizen d; " und b j invers zueinander: (b i ! ) = ((1 i J) .

. Das Ergebnis zeigt also, dass sich die

Ergebnis Transformation der | Transformation der
Basis Komponenten
kovariant 2> Ak __ i b k Kontravariante
g,—4a; -g j a —=da-o; Komponenten
kontravariant ps - A j Kovariante Komponenten
k_b kol ai—aJ-'ai
g =049

In der Linearen Algebra betrachtet man lineare Abbildungen ®@: V — V. Sie haben die Eigenschdft,
einen  Vektor v=a'b, wie folgt abzubilden: @(V)=®(d'b;)=d' ®(b,) (Einsteinsche
Summenkonvention). Der abgebildete Vektor ist i. A. nicht mit dem Ausgangsvektor identisch. Ist die
Abbildung @ eineindeutig, dann bilden die Vektoren {(D(bi)} eine neue Vektorraumbasis. Die lineare

Abbildung @ kann man auch als Transformationsabbildung zwischen den beiden Vektorraumbasen
{b.) und {(:D(bi)} betrachten. Will man denselben Vektor Vv beziiglich der neuen Basis {(D(b,-)}

i)
darstellen, so muss man die Komponenten a' des Vektors
. Die neuen Komponenten des Vektors

Denn dann gilt: (a')® 'o®(b;)=d" b=V

neuen Basis {@(b,.)} sind also (a')®~' . Ich habe das Argument der Komponenten links von der
Abbildung geschrieben, damit man die Beziehung zwischen der Transformation der Vektorraumbasen
und der Transformation der Komponenten besser erkennt. Bei kontravarianten Vektorraumbasen haben
wir schon gezeigt, dass @ die Transformationsabbildung der Vektorraumbasen ist. Dann miissen sich
die kovarianten Komponenten mit @ transformieren, damit ein kontravarianter Vektor in beiden
Basisdarstellungen derselbe ist.

Vv mit der inversen Abbildung abbilden.
v beziiglich der

Beispiel 1: Vektor
Dadurch, dass das Transformationsverhalten von Basisvektoren und Komponenten gegenldufig ist,

dndert sich die vektorielle GréBe A  nicht bei der Transformation von einer in eine andere Basis. Die
Rechnung dazu lautet:
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1

Sei AZAi-g_ji die Darstellung von A in der Basis g; und Z\:A-Qi sei die Darstellung

-

desselben Vektors in der Basis gi . Dann gilt folgende Gleichungskette:
A=AL3=ANblalg =A"§ .G =A)G =2

Hier gilt die Einsteinsche Summenkonventlon sodass die Gleichheit auch folgt, weil es dann keine

Rolle spielt, ob man tiber den Index i in A gl oder den Index j in Al g summiert.
Beispiel 2: Metriktensor

Berechnet man mit dem Metriktensor das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b beziiglich einer
Basis §; , dann erhdlt man: a-b= g;a- b= a: ‘b’ . Fiihrt man anschlieBend eine

—>

Basistransformation aus, so ergibt das: a-b:ajnbj . Aber beide GrélBen dj und b’

transformieren sich mit inversen Transformationsmatrizen. Deshalb dndert sich das Skalarprodukt
nicht.

Dies bedeutet, dass die Linge eines Vektors, die iliber den Metriktensor berechnet wird, in jedem
Koordinatensystem gleich bleibt. Haben wir eine Orthonormalbasis €, , €, , €, , so ist der

1
Metriktensor die Einheitsmatrix. Der Vektor 1 hat dann die quadratische Ldnge:
1
1 00 1 R |
111 | 0 1 1]- 1 = 3 .Fithrtmandurch ¢, = €, , é, = €, + ¢€,
0 01 1
, é; = ¢, + €, + &, neue Koordinaten ein, dann kann man den neuen metrischen Tensor mit den
111
Skalarprodukten der neuen Basisvektoren berechnen und erhdilt: 1 2 2 . Der alte Vektor
1 2 3
1 0
1 hat im neuen Koordinatensystem die Komponenten 0 . Damit berechnet sich die
1 1
quadratische Ldnge des Vektors zu:
1 11 0
00 1] | 122/ 0| =3
1 2 3 1

Dies veranlasste Albert Einstein physikalische Gesetze in Tensoren zu formulieren, weil diese dann
unabhdngig vom gewdhlten Koordinatensystem sind.
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1.5 Zusammenfassung

Man bestimmt zuerst die Transformationsmatrix T zwischen zwei kovarianten Vektorraumbasen B; und
B,.

Man berechnet die kovarianten Metriktensoren g'; und g%; beziiglich der kovarianten Vektorraumbasen
B1 und Bz.

Man berechnet die inverse Matrix T" der Transformationsmatrix T zwischen den beiden kovarianten
Vektorraumbasen B; und Bs.

Man berechnet die inverse Matrizen g," und g,” zu den kovarianten Metriktensoren g*; und g%

Die inverse Matrix T ist dann die Transformationsmatrix der kontravarianten Komponenten eines
Vektors beziiglich der kovarianten Vektorraumbasen B; und B..

Die inverse Matrix T ist aber auch die Transformationsmatrix der kontravarianten Vektorraumbasen
B' und B>

Die inversen Matrizen g;" und g," sind dann die Metriktensoren der kontravarianten Vektorraumbasen
B! und B’

Mit der Matrix g," kann man die kovariante Vektorraumbasis B, in die kontravariante Vektorraumbasis
B! umrechnen.

Mit der Matrix g'; kann man die kontravariante Vektorraumbasis B' in die kovariante Vektorraumbasis
B; umrechnen.

Entsprechendes gilt fiir g." und g’;.

Mit der Matrix g, kann man die kovarianten Komponenten eines Vektors in der Vektorraumbasis B’ in
die kontravarianten Komponenten des Vektors in der kovarianten Basis B; umrechnen.

Mit der Matrix g'; kann man die kontravarianten Komponenten eines Vektors in der kovarianten
Vektorraumbasis B; in die kovarianten Komponenten des Vektors in der kontravarianten
Vektorraumbasis B' umrechnen.

Entsprechendes gilt fiir g." und g’;.
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1.6 Rechenbeispiel
Rechnung Bedeutung
B, = { é,,¢é,,e, ] 1. Vektorraumbasis: Orthonormalbasis
g’l =e. | 2. Vektorraumbasis
g,=e +e,
g,=e +e,+e,
1 1 1 Basistransformationsmatrix
T(B,,B,) =| 0 1 1
0 0 1
1 =1 0 Inverse Matrix zur Basistransformationsmatrix
T'(B,B,) =] 0 1 -1
0 O 1
100 Metriktensor zur 1. Basis
010
0 01
100 Inverser Metriktensor zur 1. Basis
010
0 01
11 1 Metriktensor zur 2. Vektorraumbasis
gyng'gj C9y = 1 2 2
1 2 3
2 -1 0 Inverser Metriktensor zur 2. Vektorraumbasis
g =1 -1 2 -1
0O -1 1
1_5 =2. "1+3 "2— 5- "3 Vektor F beziiglich der 1. Vektorraumbasis
§ =2. "1— e "2— 5- "3 Vektor S beziiglich der 1. Vektorraumbasis
1_5:— "1+8 "2—5@'3 Vektor F beziiglich der 2. Vektorraumbasis
§ =5. "1_3- ga Vektor S beziiglich der 2. Vektorraumbasis
F-S=6-fs : F-S=10 Skalarprodukt in der 1. Vektorraumbasis
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F-S=g -f's’ : F-S=10 Skalarprodukt in der 2. Vektorraumbasis
1] :
Rechnung Bedeutung
S T T e Kontravariante Basis zur 1. Vektorraumbasis
e,e",e’ | = [ e,,e,,e,
1 Do Kontravariante Basis zur 2. Vektorraumbasis
9g=<91—9%
_’2 _ - - -
g=-6,t29,—g;
3 _ - -
=—0>,*g;
12
= e —e
g=e—e
3_ 3
g=e
1 0 0 Kontravariante Transformationsmatrix
-1 1 0
0 -1 1
100 Inverse kontravariante Transformationsmatrix
110
111
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1.7 Die Tensoralgebra

Tensoren 1. Stufe beschreiben das Transformationsverhalten von kovarianten oder kontravarianten
Komponenten eines Vektors oder eines anderen Objektes. Wir bezeichnen die Transformationsmatrix

der kovarianten Komponenten mit d.” und die Transformationsmatrix kontravarianter

Komponenten mit Cljl . Dann gilt:

Die beiden Transformationsmatrizen d;” und d i sind nach 1.5 invers zueinander.

Der Metriktensor  (;=(;"g; ist ein kovarianter Tensor 2. Stufe. Ebenso ist der Metriktensor

—_ -

g” = gl . g’ ein kontravarianter Tensor 2. Stufe.

~ o~

Gilt g;,=d; g, und gj—al.m gd,, dann erhdlt man gl.j—gi-gj—a_,.g,-al.m g,, und damit
~ l m - - 1 m
9;=4; "4; ‘9r9n,=4a; *4; ‘g, - Das Transformationsverhalten  des  kovarianten
Metriktensors ist also kovariant.

Eine lineare Abbildung ®@: V — V eines n-dimensionalen Vektorraums V ist ein gemischter Tensor 2.

; . . . . i
Stufe. Dies hatten wir schon bei den Transformationsmatrizen ai’ und d i gesehen.

Man kann Tensoren gleicher Art addieren und beliebige Tensoren multiplizieren. Einige Tensoren sind
symmetrisch oder antisymmetrisch. Der Metriktensor ist z. B. symmetrisch. Ist ein Tensor symmetrisch
gegentiber beliebiger Vertauschungen der Indizes, dann nennt man ihn vollstdndig symmetrisch. Ein
Metriktensor 2. Stufe ist also immer vollstindig symmetrisch. Die Symmetrie schrdnkt die
Unabhdingigkeit der Komponenten ein. Bei einem symmetrischen Tensor 2. Stufe und einer
Vektorraumdimension von 3 hat ein symmetrischer Tensor 2. Stufe genau 6 unabhdngig wdhlbarer
Komponenten. Antisymmetrisch ist ein Tensor, wenn bei einer Vertauschung beliebiger Indexpaare die

negative Komponente herauskommt. Bei zwei Indizes heilst das: d;=—4a; . Dann steht in der
Matrix, die den Tensor reprdsentiert in der Hauptdiagonalen 0, weil aus d;=—d; folgt, das
ail:O ist.
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Vorliufige Definition eines Tensors:

Ein Tensor der Stufe p wird durch Komponenten beschrieben, die p-fach indiziert
sind. Ist p = r+s, dann konnen von den p Komponenten r kovariant und s
kontravariant sein.

Mathematische Definition eines Tensors:

Anmerkung zur Definition: In 1.2 hatten wir schon den dualen Vektorraum
V*=L(V,R) angegeben.

Definition:"

Eine k-Multilinearform w ist in der Mathematik eine Funktion, die k Argumenten
vieVi,,i€{1,...,k}aus K-VektorrdumenV;, ..., Vieinen Wert w (Vvi, ..., Vk)
in K zuordnet und in jeder Komponente linear ist. Die Menge aller k-
Multilinearformen  ist  ebenfalls ein  Vektorraum und  wird  mit

LYV XV,X,...,.XV,;K) bezeichnet. Er wird mit dem Tensorprodukt

Vf@ ...®V;X< identifiziert. Setzt man nun fiir einen Vektorraum V mit Dualraum
V. TYV,K)=L""(V*X,...,xV*,V,X...,XV;K) mit r Eintrdgen von V* und s
Eintrdgen von V, so kann man diesen Vektorraum mit dem Tensorprodukt

T.(V)=V®..8VQV*®...V" identifizieren: mit r Faktoren V und s

Faktoren V'. Elemente dieser Menge heillen Tensoren, kontravariant der Stufe r
und kovariant der Stufe s. Man spricht von Tensoren vom Typ (r, s). Die Summe
r+s heilst Stufe oder Rang des Tensors.

Bemerkung: Die Linearform L(V;K) wird im Tensorprodukt als Vektor im Dualraum V" aufgefasst. Die
beiden Objekte sind isomorph oder strukturell identisch.

Zitat: Die Wissenschaft ist eine wunderbare Sache, wenn man nicht seinen Lebensunterhalt damit
verdienen muss."”

11 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tensor
12 Albert Einstein
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1.8 Basis des Tensorproduktes

Die  Basis  von T;(V):V®...®V®V*®...V* kann  iiber

{ gl,,,gn } und die Basis { gl, s s gn

-

[ §.®..8G,®g9"®..8g "

fyesis s jo=1omn

die Basis

wie folgt angegeben werden:

oder

eT(V)= Y ) §8..95,89"s..09

Jis e Js
[ eeslpy Jisees s

1.9 Lineare Abbildungen als Tensorprodukt

Eine lineare Abbildung ®@: V — V eines n-dimensionalen Vektorraums V mit Basis { gl, s ,jn } ,

dann gilt fiir jeden Basisvektor gi :

Also:
"k

g ((D(gi)):aki:aki'gk@gi .

Die Matrix, die die lineare Abbildung @: V — V beschreibt, kann also als Tensor aki-gk®§i

geschrieben werden und ist somit ein Element des Tensorprodukts VeV .

1.10 Bilinearform

Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis {gl, 5 gn} , dann bezeichnet man eine

lineare Abbildung von @ :V XV — K als Bilinearform, wenn sie in jeder Komponente linear ist.

Daraus folgt:
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Zak gk,zb g ;Z;akb " gk’g] Z 1gkj'w(§k,§j)
= k=1 j=

Die Bilinearformen bilden einen Vektorraum, den man mit L(VXV ;K) bezeichnet. Aus der Basis

[ gl sy gn | von V" kann man dann die Basis von L(VXV;K) wie folgt angeben:

l9',9°(g.G):=

1fiiri=kund j=1
O sonst

Man nennt diesen Vektorraum auch das Tensorprodukt V*®V™ und schreibt fiir die

Basisvektoren [g’ , gj] = gl ® g’ . Dann entspricht jeder Bilinearform w von oben eineindeutig ein

Vektor im Tensorprodukt V*®V"™ . Hat man gy —W (gk , gj) , dann ist der Vektor im
Tensorprodukt, der der bilinearen Abbildung w entspricht, durch folgenden Ausdruck:

_>. - .
— L J
@—Z 9;9®g ET2<V)
L, ]
gegeben.
Die Koeffizienten gy = (gk s gj) sind ebenfalls die Eintrdige einer Matrix, die die Bilinearform
wie folgt beschreibt:

9u 9in B
@(@b) = (a,..a,) | g, G
91 gl,m ! B
Hat die Bilinearform w folgende Eigenschaften:
1. Symmetrisch: w(i,}):w(},})
2. Positiv definit: w(X,%)=0 und o(X,X)=0=x=0,

so ist die Bilinearform ein Skalarprodukt. Hat mein ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V, so
kann man Léngen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren:

L=Vo(X,%)
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cos(x,y)= @(%,7)
R = eE oGS

Reprdsentieren die Vektoren die Ortsvektoren beziiglich eines Koordinatensystems S mit Basis

l di55-9, | » S0 kann man ebenfalls einen Abstand zwischen den zwei Punkten A und B

definieren, die durch die Ortsvektoren A und B reprdsentiert werden:

d ( A, B) =+ (1)(._)2 , 52) ,mit X=B— A . Damit wird der Vektorraum V zu einem metrischen

Raum.
Damit man sofort sieht, dass es sich bei der Bilinearform um ein Skalarprodukt handelt, schreibt man:

- —

(1)(55,5»/):<52,37> oder einfach: @ (R’,j/):x-y
Die Matrix von oben lautet dann mit:

©(9:,9,)=(9:,9,)=G-3,= 9y -

Achtung: Das Skalarprodukt der Raumzeit ist nicht positiv definit. Man bezeichnet dies als
Pseudometrik. Ich werde aber keinen Unterschied zwischen den beiden Metriken machen.

https://www.pexels.com/de-de/suche/mond/
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1.11 Tensorverjiingung

) -1
Eine Tensorverjiingung ist eine Abbildung DkI T; (V) - Tg—l (V) mit der Eigenschaft
auf den Basisvektoren:

D,(§,®..87,8.. ®gr®g® ®g® ®g) .........................

9'(§.)3.®..8g; ,®g;,,8..87,87'0..6¢ '8¢ '5..8g’
, wobei die 5'({]’,‘)2(5,(1 nur den Beitrag 1 fiir k=1 liefern.

Lineare und multilineare Abbildungen werden in der Mathematik oft dadurch beschrieben, welche
Vektoren die Abbildungen den Basisvektoren zuordnet. Wendet man die Tensorverjiingung auf den
Tensor der linearen Abbildung ®@: V — V an, so erhdlt man:

D;:T, (V) » TYV)=R mi
Di(aki'gk‘ggi) = aki'gk(gi):

Es handelt sich hierbei um die Spur d

Der Ausdruck D;:T;(V)-)Tg(V) ergibt:

—>

D,(d' gl®g ®g ®g 9')=d ' (g )-gj@g'
Di(d 4 G®g'®g'®g')=a, g'®g"a,=d
Zusammenfassung:

Wie die Beispiele zeigen, ist ein Tensor eindeutig durch die Angabe der Komponenten festgelegt. Dazu
ist es wichtig, dass die Indizes der Komponenten eine gewisse Anordnung haben. So ist z. B. der Index

a,* etwas anderes als a*; . Die erste Komponente gehért zum Basisvektor §'® g’ ® ﬁk und die

y )
zweite Komponente zum Basisvektor §k®g’® g’ . Bei der Definition der Tensoren hat man dieses
Problem umgangen, weil die Vektorrdume und die korrespondierenden dualen Vektorrdume
entsprechend angeordnet wurden. Wichtig ist, dass bei der gewdhlten Schreibweise der Komponenten
die entsprechenden Basisvektoren im Tensorprodukt nicht mehr anzugeben sind, weil dies durch die
Schreibweise schon festgelegt ist. Deshalb verzichtet man in der Tensorrechnung darauf. Damit ist man
wieder bei der vorldufigen Definition angelangt, der die mathematische Definition zugrunde liegt.

In der jetzigen Version des Skriptes hat man drei Regeln der Tensorrechnung benutzt, die hier noch

einmal zusammengefasst sind:
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j k k
R1: Austausch der Indizes: X6 i =X mit dem Summationsindex j und den freien Index k.

Analog dazu hat man im dualen Fall: Xj . 5k] = Xk .

R2: Tensorverjiingung: Indem man einen kovarianten und kontravarianten Index gleichsetzt, erhdilt

. . . l —
man einen Tensor zwei Stufen weniger: a; ;=0

R3: Indexshift mittels Metriktensor: d ‘= gU -a i oder a,= gij-aj

Orion hat ihre letzte Umrundung des Mondes absolviert. Dabei hat die unbemannte Raumkapsel spektakuldre Fotos
gemacht. Bild NASA
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1.12 Pseudotensor: Der kovariante Epsilontensor im dreidimensionalen
Raum

Der Vektorraum V sei dreidimensional. Dann kann man folgende indizierte Gréfe definieren;
€1¢,-k=¢_g ' E(I:J,k)

Dabei ist g die positive Wurzel aus der Determinante des kovarianten Metriktensors. Der zweite Faktor
ist das Vorzeichen der Permutation von {1; 2; 3}. Ist die Permutation gerade, dann ist das Vorzeichen
positiv und sonst negativ. Gerade und ungerade Permutation von drei Dingen kann man sich wie folgt
verdeutlichen:

Wird von irgendeinem Punkt das Dreieck im Uhrzeigersinn durchlaufen, so erhdlt man eine gerade
Permutation. (B; C; A) ist eine gerade Permutation. Wird das Dreieck von irgend einem Punkt gegen
den Uhrzeigersinn durchlaufen, so erhdlt man eine ungerade Permutation. (A; C; B) ist eine ungerade
Permutation.

Sind zwei Indizes der i, j, k gleich, dann ist E(i,j,k) gleich 0. Damit ist der Epsilontensor

eindeutig definiert, wenn das Transformationsverhalten stimmt. Der kontravariante Epsilontensor
ergibt sich dann zu

& = %g e, j,K)

Wegen der Definition der E(i s j,k) hat der Epsilontensor genau 6 von 0 verschiedenen
— [
Komponenten. Der Metriktensor transformiert sich g;=4a; a; g, mit der entsprechenden

k
Transformationsmatrix d; . Nach dem Produktsatz fiir Determinanten gilt:
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det(g;)=det(a,")-det(a;)-det(g,)=det(a,")*det(g,) baw.

§:det(aik)2-g bzw.

‘ det(aik) ‘ g

Der Betrag einer Zahl ist das Produkt der Zahl mit dem Vorzeichen der Zahl:
Vg=sign(det(a”)) - det(a")Vg
hai B8 hat B
Die Determinante der Transformationsmatrix ist ungleich 0, weil die Transformationsmatrix eine
inverse Matrix hat. Als Beispiel soll ~ €,,5 berechnet werden, um das Ergebnis im ndchsten Schritt zu
verallgemeinern.
€,,=Vg=sign(det(a,"))-det(a,")Vg=sign(det(a,"))Vg-a,a,"-a," €(l,m,n)

Dabei wird iiber I, m, n summiert. Die Summe hat keinen Summanden, in denen zwei Indizes gleich

sind, weil dann 6( l ,m, n) 0 ist. Es kommen nur die Permutationen von {1; 2; 3} vor. Damit erhdilt
man:

6123—‘/9 sign (det (a_)) 11 azm'a_n' €03 -

Allgemein also: Uk \/E sign (det( )) _ll a.m-a_k"- €jx - Das ist bis auf ein Vorzeichen
das Transformationsverhalten eines kovarlanten Tensors 3. Stufe. Einen Tensor, der sich bis auf ein
Vorzeichen wie ein Tensor transformiert, nennt man Pseudotensor. Bei einer Determinante gréBer 0 ist
das Transformationsverhalten wie ein Tensor. Bei einer Determinanten kleiner 0 ist das Verhalten nicht
wie ein Tensor, weil die Transformationsdeterminante ein negatives Vorzeichen hat. Transformationen,
bei denen die Determinante negativ ist, sind Raumspiegelungen.

Ist A ein kovarianter Pseudotensor 1. Stufe, dann transformiert er sich laut Definition mit:

A,=sign(det(a;’))a,’ A,

Betrachtet man die Spiegelungstransformation - 1. & 0
a’=[ 0 -1 0
0 0 -1

mit det(aij):—l so erhdlt man die Raumspiegelung, die die Richtungen der Basisvektoren

umkehrt. Die Komponenten eines kovarianten Vektors dndern sich dann durch die Transformation
nicht. Der Vektor wird dadurch bei einer Raumspiegelung ebenfalls seine Richtung umkehren. Bei
einem richtigen Tensor wiirde nach der Transformation der Vektor sich nicht dndern. Physikalisches
Beispiel dafiir ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor. Er ist parallel zur Drehachse und heilSt deshalb
auch Axialvektor. Er dndert seine Richtung, wenn man eine Basistransformation derart durchfiihrt,
dass es sich um eine Raumspiegelung handelt. Polare Vektoren wie z. B. Ortsvektoren oder
Geschwindigkeitsvektoren sind normale Vektoren, die ihre Orientierung bei einer Transformation nicht
verdndern.
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1.13 Das Vektorprodukt

Uber den Epsilontensor kann man das vektorielle Produkt zweier Vektoren in einem dreidimensionalen
Vektorraum wie folgt definieren:

(axg)i:qjk-aj-bk .

Dabei ist (5 X b)i die i-te kovariante Komponente des Produktvektors. Die Vektoren d und b

werden beziiglich einer kovarianter Basis mit kontravarianten Komponenten dargestellt. Der Vorteil
dieser Definition ist, dass sie sich auf beliebige Vektorraumbasen bezieht und nicht nur auf eine
orthonormierte Basis. Im anderen Fall ergibt sich:

(aXB)iZEUk-aj-bk.

Sind beide Vektoren im Vektorprodukt polar, so ist das vektorielle Produkt beider Vektoren ein axialer
Vektor. Ein Beispiel dafiir ist der Drehimpulsvektor L:FXT) . Ist dagegen einer der beiden
Vektoren ein axialer Vektor und der andere ein polarer Vektor, dann ist das vektorielle Produkt ein
polarer Vektor. Ein Beispiel ddfiir ist der Geschwindigkeitsvektor einer Kreisbewegung V=wXT
Hat man eine Orthonormalbasis, dann ist g — die Determinante des Metriktensors — gleich 1. Der
.o ijk ..

Epsilontensor ist also: € = 6(1,],]() oder € = E(l,],k) . Damit ergibt sich fiir das
vektorielle Produkt:

(Gxb), = da’-b*€li,],k)
(dxb), = a*b’—a*b’
(Gxb), = a*b'—a"b’
(Gxb), = a"“b*—a*b'"

S

Beziiglich jeglicher Basis kann man das Skalarprodukt des Vektors (aXb) mit d und
berechnen. Man erhdlt dann:

-

AZxBh) = ag.c. .ql.pk
d-(dxb) = da"¢-a’-b" .
. . . . k
Wenn man k nicht verdndert, hat man zwei Summanden, in denen man b" ausklammern kann:

(CII'CIJ —a’ 'Gl)'b . Da das Skalarprodukt symmetrisch ist, gilt aber a-a’=a’-a' und damit
verschwinden alle Summanden im Skalarprodukt. Das liefert:
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B) = 0 ,also EL(EXB)
):0 , also bL(Exb) .

-

Dasselbe gilt fir b : b

Das vektorielle Produkt steht senkrecht auf beiden Faktoren.

Allgemein gilt, wenn A" ein antisymmetrischer Tensor ist und Sij ein symmetrischer Tensor
ist, dann ist AU°SU mit der Einsteinschen Summenkonvention 0.
Fiir die Linge von  d X b erhdlt man:
| axb | =|a] -|b]|- sine.
Dabei ist ¢ der eingeschlossene Winkel zwischen den beiden Vektoren d und b ist.

Zitat: Der Zufall ist Gottes Art, anonym zu bleiben."

Herleitung:

| axb | © = (axb), - (axb)| axb |’
| axb | = eijkaj-bkei'ma'-bm

| axb |~ = €€ a bea-b"

Gijk'film = 5jl°§km—5jm-(5k1:>

L = |2

| axb |2 = (5jl,§km_5jm,5k1)a1,bm,aj.bk:>

| axb |” = d-b™a,-b,—a'b™a,b,
[(axb )| =@ B - (@bh* -
| (axb )|  =1a* [Bl" - (1-cos’a)=
| (Gaxb ) |” =@ bl - sin’e

13 Albert Einstein
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The foreground of this scene from the Mast Camera (Mastcam) on NASA's Curiosity Mars rover shows purple-hued
rocks near the rover's late-2016 location on lower Mount Sharp. The scene's middle distance includes higher layers that
are future destinations for the mission.

Variations in color of the rocks hint at the diversity of their composition on lower Mount Sharp. The purple tone of the

foreground rocks has been seen in other rocks where Curiosity's Chemical and Mineralogy (CheMin) instrument has

detected hematite. Winds and windblown sand in this part of Curiosity's traverse and in this season tend to keep rocks
relatively free of dust, which otherwise can cloak rocks' color. Credit NASA/JPL-Caltech

Beispiele:
F =FE+ q - ({; X B) . Mit der elektrischen Feldstirke [E und der magnetischen

Flussdichte B und der Lorentzkraft F . Dabei sind E |, F und v polare Vektoren. Also
muss die magnetische Flussdichte ein axialer Vektor sein.

Das Vektorprodukt ist antikommutativ.

(bxad). = e,.jkbjak
bxd) = €,d'b’
( )1 ijk
(Exa)i = = ikjakbj
(bxd), = —(dxb),
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Weitere Vektorprodukte:

(Gxb)-(¢xd) = (axb)-(¢xd)

(Gxb)-(é¢xd) = ¢,a'b"-€"c,d,

(axb)-(¢xd) = ¢, €"a'b"c,d, |

(axlz)-(Exil) = (6,-0"—96"¢,)a'b"c,d,

(axlz)-(Exil) = albmclcj’m_’

(Gxb)-(¢xd) = (d-¢)(b-d)

(@xb)-¢ = (axb)(¢) = eza'b*-e™c,
axb)¢ = e, é™a'b ¢,

( ) ijk I

(@xb)¢ = (86" 0" 0,)a'b"c,
(Gxb)-¢ = (d'b"—d"b')c,

(Gxb)-¢ = det(a,b,?)
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Kapitel II: Differenzialrechnung und Integralrechnung

2.1 Vektorfelder

Als Beispiel dient ein Geschwindigkeitsfeld in einer Strémung. Der Geschwindigkeitsvektor dndert sich
mit dem Ort. Das Koordinatensystem, das bei den Uberlequngen zugrunde liegt, soll immer durch eine
orthonormale Vektorraumbasis gegeben sein. Das bedeutet auch, dass sich das Koordinatensystem
nicht dndert, wenn man den Geschwindigkeitsvektor an einem bestimmten Ort betrachtet. Der
Geschwindigkeitsvektor bezieht sich immer auf dasselbe Koordinatensystem. Das Koordinatensystem
héngt nicht vom Ort ab. Der Geschwindigkeitsvektor beschreibt ein Vektorfeld v = Vv(7) . Ein
anderes Beispiel ist die Feldstdrke im elektrischen Feld.

Ein skalares Feld ist ein ortsabhdngiger Skalar. Zum Beispiel die Temperatur oder der Luftdruck. Dort,
wo der Skalar konstant ist, erhdlt man die Niveauflidchen. A=A(7) .

Das Wegintegral iiber ein Vektorfeld ist wie folgt definiert: f V - dT . Dabei ist ¢ eine Kurve

c

—

und V' das ortsabhdngige Vektorfeld und d T ein kleines Stiick des Tangentialvektors entlang der

Kurve im Punkt P, der durch den Ortsvektor T gegeben ist. Als Beispiel kann man die Arbeit entlang
eines Weges in einem Kraftfeld nehmen.

Das Oberflichenintegral

Man betrachten den Fluss von Strémungsgeschwindigkeitsvektoren durch eine Querschnittsfldche F.
Man will wissen, wie grol§ die Menge an Fliissigkeit ist, die durch eine Querschmttsﬂache strémt. Die

Fliche unterteilt man deshalb in kleine Fldchenelemente d f d f steht senkrecht auf dem
Fldchenelement und seine Ldnge entspricht der Gréfe des Fldchenelementes. Innerhalb des
Fldchenelementes kann der Geschwindigkeitsvektor als konstant angesehen werden. Multipliziert man
dann das Fldchenelement mit dem Geschwindigkeitsvektor, dann erhdlt man das Volumen der
Fliissigkeit, die pro Zeiteinheit durch das Fldchenelement stromt. Das Volumen an Fliissigkeit, das

durch die gesamte Fldche strémt, ist dann: jj vV - d f . Dies ist die Menge der Fliissigkeit, die

A
pro Zeiteinheit durch die gesamte Querschnittsfldche stromt. Man nennt diese Grofse den Fluss eines
Vektorfeldes.

Das Volumenintegral

Will man die Masse eines Kérpers berechnen, der unterschiedliche Massendichten hat, dann liefert das
die Beziehung: fff ,O(F) - dV . Die Massendichte ,0(?) ist ein skalares Feld und dV
1%

das Volumenelement.
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2.2 Differenzialoperatoren in kartesischen Koordinaten oder im
Euklidischen Raum

Wiederum beziehen sich die Definitionen auf eine Orthonormalbasis und kartesische Koordinaten in
einem dreidimensionalen Vektorraum.

Der Gradient macht aus einem skalaren Feld A ( X1, Xy, X3 ) ein Vektorfeld:

v OA OA 04
1) =
via) Ox, 0x, 0X,

bzw.

grad(2) = V(4)

bzw. nur als Operator geschrieben:

V = ( ;

ox,’ axz 0 X,

Der Laplace-Operator ist:

2 2 2
=V-V-= 7.+ 2
axl ﬁxi 0 X

Die Divergenz macht aus einem Vektorfeld V = ( vy(xy,X5,X5),Vo(X1,X55X5), Vs (X1, X, X3) ) ein
skalares Feld:

ov, . ov, . 0V,

divv = —*
Y 0Xx, 0X, 0X,

bzw.
-

divV =V -V

Die Rotation eines Vektorfeldes V' macht aus einem Vektorfeld wieder ein Vektorfeld:

tv OVi
rotV.= ¢, - —— b
OX;
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Zur Berechnung der Rotation kann man auch folgendes Schema benutzen:

Setzt man fiir v den Differenzialoperator fiir den Gradienten ein, so erhdlt man:

Relativititstheorie Version 1.2

rotV =V X V

s v,

E"xl Ew3 61:;._
c v, axz ax}
ox, ><

i 1 v,

0X; ov, 0vy
ol o v 0X3 00X
0 X

i SR

0 X, ov, 0dv,
0 v, 0x; 0x,
0 X;

liegt daran, dass die partiellen Ableitungen symmetrisch sind.

Eigenschaften:

(@)

div(AV)=
Ergebnis:

(b)
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6(/1-v1)+8(/1-v2) o(Av,)

div(AV)=V (1)-V+A-div(V)

0Xx,

+
0Xx, 0X,

rotorot=grad o div—A

Mit der Produktregel

rotograd =0 . Dies

erhdlt man das
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Man nutzt bei der Herleitung aus, dass bei einer orthonormalen Vektorraumbasis die kovarianten und
kontravarianten Grolen gleich sind und das bei geraden Permutationen sich der Epsilontensor nicht
dndert.

rot(rot V)= €, V (rot V),

rot (rot V ),= €1 Vi €am V1V
rot(rot\_})l:euk €am Vi ViV
rot(rotV)lzeu klmV Vv,
rot(rotV)i:(é. Oim™ O ~)V-V v,
rot(rot V)=V . Vlvm—V Vv,
rot(rotV),=V,V,v,—V,V,v,
rot(rot V),=V.divV —(AV),
rot(rotV)i:grad(dNV),.—(AV)i
rot(rot\_}):grad(div\_})—AV

https://www.pexels.com/de-de/suche/mond/
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2.3 Das Wegintegral

Wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld ist und P; der Anfangspunkt und P, der Endpunkt einer Kurve
¢ sind, dann erhdlt man:

V = grad(A) = Iv-d'f = A(P,) — A(P,)

Das skalare Feld A nennt man auch skalares Potenzial. Dies gilt nicht fiir alle Vektorfelder. In der
Physik ist dieses Wegintegral als potenzielle Energie bekannt. Insbesondere ist das Wegintegral iiber
eine geschlossene Kurve gleich 0. Die Arbeit liber eine geschlossene Kurve ist 0 bedeutet, dass man
konservative Krdifte hat.

¢V - di =0

Betrachtet man ein kleines Kurvenstiick, wo sich der Gradient kaum dndert, so erhdlt man:

[V -d7 = [grad(a) - dF = grad(A)-dF

c

Der Tangenteneinheitsvektor 5[ ist dann parallel zum kleinen Kurvenstick c=dr  oder
dr :é;'dr , wobei dr die Ldnge des kleinen Kurvenstiicks c ist. Damit erhdlt man:

fgrad(ﬂ) - d7 = grad(A) - &, - dr  oder

Cl? j grad(i) - dr = grad(i) : a oder

c

A(Pz)_}“(PJ
dr

= grad(X) - €, =| grad(A) | - cosa

Danmit ist das Skalarprodukt auf der rechten Seite der Gleichung gleich der Anderung des Potenzials

A pro Lingeneinheit. Die Anderung des Potenzials wird maximal sein, wenn der
Einheitstangentenvektor und der Gradient parallel sind, d. h. das kleine Kurvenstiick verlduft in
Richtung des Gradienten. Steht der Gradient senkrecht auf den Tangenteneinheitsvektor, dann ist die
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Anderung von A 0. Da sich das Potenzial A auf einer Niveaufliche nicht dndert, wird der
Gradient senkrecht auf der Niveaufldche stehen. So steht der Gradient z. B. in jedem Punkt einer
Kugeloberfldche senkrecht auf der Tangentialebene in diesem Punkt, wenn man als Skalarfeld das
Gravitationspotenzial nimmt.

Kann man ein kleines Kurvenstiick so wdhlen, dass der Tangenteneinheitsvektor parallel zum
Gradienten liegt, das kleine Kurvenstiick also in Richtung des Gradienten zeigt, dann hat man als
maximale Anderung:

‘ A(P,)—A(P,)

A = ) graa) |

Der Gradient eines Skalarfeldes zeigt also immer in die Richtung der maximalen Anderung des
Skalarfeldes.

Die maximale Anderung, Marsmission, Bild: NASA, gemeinfrei

Zitat: Bildung ist das, was iibrig bleibt, wenn man alles vergessen hat, was man gelernt hat."

14 Albert Einstein
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2.4 Das Oberfldchenintegral
V=rot(A): ff odf=§z°d's’
A 0A

A nennt man ein Vektorpotenzial. Das Vektorpotenzial ist nur dreidimensional definiert. Das skalare
Potenzial ist eindimensional. Ist die Fldche geschlossen, hat also keinen Rand, so wie bei der
Kugeloberfldche, dann gilt:

V/=rot(z):# f/-d?=0

Die Rotation eines Wirbelsturms, Bild: NASA, gemeinfrei

Auch hier betrachtet man eine kleine Fldche Af , bei der sich die Rotation und das Vektorpotenzial
nicht dndert. Dann gilt mit dem Normalen-Fldcheneinheitsvektor n , der senkrecht auf Af steht:

d_f = Af - 7 . Damit erhdlt man fir das kleine Fldchenstiick die Ndherung:

rotA - i - Af = ﬁ:fi - d3  oder rotA - h = —§ A -d3 . Das Integral
OAf OAf

§ A - d3 nennt man die Zirkulation eines Vektorfeldes. Betrachtet man ein Geschwindigkeitsfeld

OAf

entlang eines kleinen Kreises bei einer Kreisbewegung, dann sind ds und A parallel, und das
Integral wird einen Wert gréer O haben, wenn man die Fldche so legt, dass die Kreisbewegung in der
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Fléche stattfindet. rotA - h = L g; A-d3 entspricht dann der Wirbeldichte, bezogen auf
OAf
ein kleines Fldchenelement A f . Die Zirkulation und die Wirbeldichte wird dann maximal werden,

wenn rotA und n parallel liegen, wenn man also eine Fldche um das Vektorfeld A so legen
kann, dass rot A senkrecht auf der Fldche Af stehen. Damit hat man folgende anschauliche
Vorstellung von rotA : Der Vektor rotA steht senkrecht auf der Fldche der maximalen
Zirkulation. Ist n senkrecht auf der Fliche der maximalen Zirkulation, dann ist | rot A | die
maximale Wirbeldichte. So ist z. B. rotB ein Vektor, der senkrecht auf dem magnetischen Feldwirbel
steht.

https://pixabay.com/de/photos/mars-mars-rover-raumfahrt-rover-67522/

Zitat: Es ist die wichtigste Kunst des Lehrers, die Freude am Schaffen und am Erkennen zu
wecken."

15 Albert Einstein
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2.5 Das Volumenintegral

f{f div(V)dv = §pV - df

ov
Fiir kleine Volumen gilt: fj div(i’/)dv = diV(‘-;) . Av=f V. d-f und damit
AV

analog zu oben: diV(V) = AL : ff V- d_f . Man erhilt somit die Quelldichte eines
v OAv
Vektorfeldes bezogen auf die Oberfldche eines Volumenelements. Ist die Quelldichte 0 bezogen auf eine

geschlossene Oberfldche, dann ist das Vektorfeld v frei von Quellen, die das Vektorfeld erzeugen.
Bei Punktladungen oder dem Gravitationsfeld quellen die Feldvektoren zentral nach aulsen und man

erhdlt beim elektrischen Feld als Quelldichte: divE = Eio - p . Das Magnetfeld hat keine

Quellen im Gegensatz zum elektrischen Feld. Es gibt keine magnetischen Monopole, d. h.:
divB = 0 .

Die Divergenz des Universums — der Urknall, Bild: NASA, gemeinfrei
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2.6 Beispiele und Bedingungen fiir Potenziale

Die Uberlegungen gelten fiir kartesische Koordinatensysteme. Eine Verallgemeinerung auf
krummlinige Koordinaten ist ebenfalls méglich und wird spdter besprochen, um in diesem Fall die
Differenzialoperatoren anzuwenden.

Beispiel 1:

T=A—-D-x, sei ein Temperaturfeld. Die Temperatur nimmt linear mit der Héhe x; ab. Die
Proportionalitdtskonstante ist D. Die Héhe hat einen bestimmten Definitionsbereich.

0
grad(T) = 0 . Der Gradient zeigt entgegen zur xs-Achse. Der Gradient zeigt in

-D
Richtung der stirksten Anderung der Temperatur, in Richtung zunehmender Temperatur.

Beispiel: Festkorperrotation
-> -> -> -> -> -
vV = rot(A):fIV -df = ﬁA - ds
A 0A
Die Drehachse eines zylindrischen Festkorpers sei die xs-Achse. d sei der Abstandsvektor eines

Punktes in dem Zylinder zur Drehachse. Der Distanzvektor steht also senkrecht zur Drehachse. Der
Geschwindigkeitsvektor steht senkrecht zum Abstandsvektor. Man macht folgenden Ansatz fiir den

—D-x
Geschwindigkeitsvektor: v = D-xl2 Der Abstandsvektor hat folgende Koordinaten:.
0
-> Xl -
Damit verschwindet d = X, das  Skalarprodukt v-d=0 . Die Linge des
0

Distanzvektors ist: | d | = 4 xi+x§ und | v | =D - | d | . Die Rotation ist:

dv, 0Ov,

Ox, Ox,
ETRRRE 0 \

; dv, dv,

rot(v) = — 3 = 0

ox; 68X, % i |

dv, dv,

| SXJ I’F:'X2
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Damit gilt: ﬂ rot df 2- Djf df , weil der Fldchenvektor parallel zum Rotationsvektor

verlduft. Die Fldche A ist die Krelsﬂache mit Radius |_&| . Damit erhdlt man:
j’ rot(V)-df = 2Dj]'df 2.D-xldf .

Der Rotationsvektor zeigt in Rlchtung der Rotatlonsachse. Senkrecht dazu ist die Fldche der
maximalen Zirkulation. Die Zirkulation ist: @V'dS" . Beide Vektoren im Skalarprodukt des Integrals
sind parallel. Also ist das Skalarprodukt V|-ds und damit wird das Integral:

45T/’-d§=|§|-§ ds:2-ﬂ-|21|-D|3‘=2-D-.7r-|_(§|2 . Links steht die Zirkulation und rechts steht die
Kreisfldche multipliziert mit der Wirbeldichte. Der Rotationsvektor zeigt in Richtung der
Rotationsachse und sein Betrag ist die maximale Wirbeldichte pro Fldcheneinheit.

Beispiel: Allseitige elastische Ausdehnung

f{ div(V)dv = §pV - df

ov

Man betrachtet ein Gas, das sich von einem Punkt aus in jede Richtung immer schneller ausdehnt. Fiir
jeden Ortsvektor gibt es einen parallelen Geschwindigkeitsvektor, der radial zunimmt: Vv=D-T
Damit gilt fiir die Divergenz: divv=3-D und man erhlt:

3-D [[fav=4D-xz-1.
\4

Der Fluss durch die Oberfldche der Kugel ist # \7-d_f=§ﬁ D-F-df . Aber T und df stehen

ov ov
senkrecht aufeinander. Also ergibt sich:

D-|7|-§df =4-D-x-71

ov

Die Integralsdtze gelten nicht fiir allgemeine Vektorfelder. Was sind die Bedingungen dafiir, dass man
die Integralsditze anwenden kann, d. h.:

= grad_g/l)
= rot(A)

<i <4

Es gilt weiterhin:

rot o grad = 0
div o rot

!
=)
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Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen der Differenzialoperatoren. Das bedeutet:

= grad(ﬂ) = rot(f/) =0

= rot(A) > divV =0

Die umgekehrte Richtung der Folgerungen gelten nur unter folgenden Bedingungen an den
Definitionsbereich der Vektorfelder:

Je zwei Elemente aus dem Definitionsbereich kénnen mit einem Weg verbunden werden, dann nennt
man den Definitionsbereich 0-zusammenhdngend. Ausgenommen sind hier Definitionsbereiche, die die
Vereinigung disjunkter Mengen sind.

<i <4

Jeder geschlossene Weg im Definitionsbereich kann auf einen Punkt zusammengezogen werden, dann
nennt man den Definitionsbereich 1-zusammenhdngend. Ausgeschlossen sind hier Fldchen, die Lécher
haben.

Kann man jede geschlossene Fldche vom Geschlecht 1 im Definitionsbereich auf einen Punkt
zusammenziehen, dann nennt man den Definitionsbereich 2-zusammenhdngend. Ausgenommen sind
hier Volumen, die ein dreidimensionales Loch haben.

Fléchen vom Geschlecht 1 sind hombomorph zu Sphdren, man bendtigt einen Schnitt, um sie zu
zerlegen. Ein Torus ist eine Fldche vom Geschlecht 2. Man braucht zwei Schnitte, um sie zu zerlegen.

Man erhdilt dann folgende Aquivalenzen:
V=grad(A)=rot(V)=0 gilt auf einem 1-zusammenhdingenden Definitionsbereich.

V=rot (A)@div V=0 gilt fiir einen 2-zusammenhdngenden Definitionsbereich.

Beispiel: Das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters:

Der Leiter sei reprdsentiert durch die xs;-Koordinatenlinie. Der Leiter ist also unendlich lang.

»_Q . . . -C - X, C - X,
|B\:_,— . Mit den kartesischen Koordinaten B, = ——— , B, = ——— und
a X; + X, xX] + X,
B,=0 gilt rotB=0 . Bei den Magnetfeldern kann man aber B nicht als Gradient eines skalaren
Potenzials darstellen. Dies liegt am Definitionsbereich, weil der Leiter den Definitionsbereich

unzusammenhdngend macht.

Ein weiteres Beispiel ist das elektrische Feld um eine Punktladung: | E \ = |€ |2 . Mit
r
: ; C-x, . !
kartesischen Koordinaten: E; = —— . Das elektrische Feld ist parallel zum

(X2 + x> + x3) 2

Ortsvektor. Man erhdlt als Divergenz fiir das elektrische Feld: div E=0 . Der Definitionsbereich des
elektrischen Feldes ist nicht 1-zusammenhdngend, weil der Punkt, in dem die Ladung sitzt, nicht zum
Definitionsbereich gehdrt. Deshalb gibt es auch kein Vektorpotenzial A , fiirdas E=rotA gilt.
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NASA'’s Curiosity Mars rover captured these "sun rays" shining through clouds at sunset on Feb. 2, 2023, the 3,730th
Martian day, or sol, of the mission. It was the first time that sun rays, also known as crepuscular rays, have been viewed
so clearly on Mars. Crepuscular is taken from the Latin word for “twilight,” as these rays appear near sunset or sunrise.

Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSI

NASA’s Curiosity Mars rover has collected 36 powderized rock samples with the drill on the end of its robotic arm. This
grid shows all 36 holes to date. The images in the grid were captured by the Mars Hand Lens Imager (MAHLI) on the
end of Curiosity’s arm. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSS
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Kapitel lll: Krummlinige Koordinaten

3.1 Kurven und Hyperfldéchen

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind in der Mathematik ein Oberbegriff fiir Kurven, Fldchen und
andere geometrische Objekte, die — aus der Sicht der Analysis — lokal aussehen wie ein euklidischer
Raum. Im Unterschied zu topologischen Mannigfaltigkeiten ist es auf differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten mdglich, tiber Ableitungen und verwandte Konzepte zu sprechen. Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten sind Hauptgegenstand der Differenzialgeometrie und der Differenzialtopologie. Sie
spielen auch eine zentrale Rolle in der theoretischen Physik, insbesondere in der klassischen Mechanik
bei Systemen, die Zwangsbedingungen unterliegen, sowie bei der Beschreibung der Raumzeit in der
allgemeinen Relativitdtstheorie.

Es gibt zwei Herangehensweisen an differenzierbare Mannigfaltigkeiten: einerseits als Teilmengen
eines héherdimensionalen euklidischen Raumes, die entweder durch Gleichungen oder durch
Parametrisierungen beschrieben sind, und andererseits als abstrakte Mannigfaltigkeiten, deren
differenzierbare Struktur durch einen Atlas gegeben ist. Die Aquivalenz der beiden Sichtweisen wird
durch den Einbettungssatz von Whitney sichergestellt.

Definition:"® M sei ein topologischer Raum. Eine Karte ist ein Paar (U; @) bestehend aus einer in M
offenen Teilmenge U und einem Homéomorphismus @ : U => @D ( U ) cR" .

Ein Atas von M ist eine Familie (Ul- ; D, )iel von Karten, sodass die Vereinigung aller offenen
Teilmengen Ul- die Menge M ergibt.

Zwei Karten (Ul- ; (Dl-) und ( U;;® j) heifen C*-kompatibel, wenn

D.o CDJ-_l 1D ( U.N Uj) >, ( U.N Uj) ein C*-Diffeomorphismus (stetig bijektive k-mal
differenzierbare Abbildung) ist.

Ein Atlas heilSt C*-differenzierbarer Atlas, wenn alle Kartenpaare des Atlas C*-kompatibel sind.

Zwei C*-differenzierbare Atlanten sind dquivalent, wenn alle ihre Karten miteinander C*-kompatibel
sind. Diese Aquivalenzklasse von Atlanten beziiglich dieser Aquivalenzrelation wird C*-
differenzierbare Struktur der Mannigfaltigkeit genannt. Ist k = oo, so spricht man auch von einer
glatten Struktur.

Eine k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Hausdorffraum, der das zweite
Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, zusammen mit einer C*-differenzierbaren Struktur. Die differenzierbare
Mannigfaltigkeit hat die Dimension n, wenn eine Karte und damit alle Karten in eine Teilmenge des

IR" abbilden.

16 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit
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Hauptpunkt der Definition sind die Karten. Dadurch ist es moglich, die Mannigfaltigkeit lokal durch

eine Koordinatenmenge (Teilmenge des R" ) zu beschreiben. Man nennt dies die lokalen
Koordinaten.

3
Der Euklidische Raum IR” ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Er ldsst sich lokal auch durch
andere als die kartesischen Koordinaten beschreiben. Die folgenden Beispiele zeigen, wie man die

3
Punkte im IR auch mit Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten beschreiben kann.

Beispiel 1: Kugelkoordinaten

Quelle: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/69/Kugelkoord-def.svg/300px-Kugelkoord-def.svg.png

1 .

X =r-sinO-cos > {4 24 3

) , . ¢ P=x e tx e, tx e,

X =r-sinf-sin @ B 0 . 0. . 0.5
=r-sinf-cos @-e,+r-sinf-sin p-e,+r-cosf-e

x’=r-cosf 9-e e 3

Links stehen die Kartentransformationen von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten. Da der
Euklidische Raum ebenfalls ein Vektorraum ist, stehen neben den kartesischen Koordinaten die
entsprechenden Ortsvektoren. Bei den Ortsvektoren sind die Symbole x',x°, x> die Komponenten des
Vektors. Sie stimmen also mit den kartesischen Koordinaten des Punktes liberein. Die kartesischen
Koordinaten bilden selbst schon einen Vektorraum, sodass diese Identifizierung von Punktkoordinaten
und Ortsvektoren einen Sinn macht.

Allerdings sind die Komponenten desselben Ortsvektors in Kugelkoordinaten Funktionen von den

Kugelkoordinaten. 1,0, (0 . Die Kugelkoordinaten selbst bilden keinen Vektorraum, wie das bei den
kartesischen Koordinaten der Fall ist. Andererseits gibt es eine Koordinatentransformation von den
Kugelkoordinaten in die kartesischen Koordinaten. Allerdings ist diese Transformation nicht iiberall
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ein Homdomorphismus. So Idsst sich der Koordinatenursprung nur fiir r=0 darstellen. Dann spielt es
aber keine Rolle, welche Werte die Winkel annehmen. Liegt ein Punkt auf der x*-Achse, dann ist der
Winkel 6 = 0. Dann spielt es aber ebenfalls keine Rolle, welchen Wert der Winkel ¢ hat, um denselben
Punkt darzustellen.

Beispiel 2: Zylinderkoordinaten

hZ
/ | ___\
Rt I
[~ — — [pe - y
N
X ’ o) T

Quelle: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/Cylindrical_Coordinates.svq/220px-
Cylindrical Coordinates.svg.png

1
X=rcosb -+ 1., 2. 3.

5 , A=x" e +Xx -e,+Xx -e,
X =r-sinf - . P
Pz A=r-cosf-e +r-sinb-e,+z-e,

Die Darstellung des Koordinatenursprungs ist auch hier nicht eineindeutig mdglich.

Fiir die weiteren Uberlegungen betrachten wir die Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eines
héherdimensionalen euklidischen Raumes, die entweder durch Gleichungen oder durch
Parametrisierungen beschrieben sind.

Eine Kurve ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Betrachtet man die Kurve als Teilmenge

n
eines héherdimensionalen Euklidischen Raumes, IR™ so kann man die kartesischen Koordinaten der
Kurve durch den Kurvenparameter t mit folgenden Parametrisierungen beschreiben.
x'=x'(t) i=1,...,n
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Eine Hyperfliche ist eine n-1 dimensionale Untermannigfaltigkeit im IR" . Die Koordinaten
(t',...,t"™") , die die Hyperfldche beschreibt, sind dann durch folgende Parametrisierungen

xX'=x'(t',..,t"") i=1,...,n

oder durch die Gleichung

f(x',..,x") = ¢ mit c€R gegeben.
Die zweite Darstellung nennt man die implizite Darstellung der Hyperfldche. Es handelt sich um eine
Niveaufldche einer skalaren Funktion.
Man kann mit diesen Festlegungen besondere Kurven und Hyperfldchen beschreiben. Hat man eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit, so lassen sich Punkte dieser Mannigfaltigkeit lokal durch Koordinaten
beschreiben: P(q',...,q") . ldsst man die i-te Koordinate variieren und hdlt die anderen Koordinaten
fest, so erhdlt man eine Kurve, die entsprechende Koordinatenlinie in der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit. Dariiber hinaus erhdlt man eine Koordinaten-Hyperfldche, wenn man eine
Koordinate ¢ konstant hdlt und die anderen Koordinaten variiert. Ziel soll es sein, mit den
Koordinatenlinien und den Koordinaten-Hyperfldchen fiir jeden Punkt der Mannigfaltigkeit ein
Koordinatensystem einzufiihren.
Zur Schreibweise vereinbaren wir, dass kartesische Koordinaten immer durch x' dargestellt werden.
Fiir allgemeine Koordinaten nehmen wir das Symbol q' . Haben die Koordinaten einen besonderen
Zusammenhang, wie zum Beispiel bei Kugel- oder Zylinderkoordinaten, so werden entsprechende
Symbole benutzt, die anschaulich die Koordinaten beschreiben. Insbesondere bei Hyperfldche im
dreidimensionalen Euklidischen Raum wird auch statt x',x°,x’ die Schreibweise x,y,z fiir die
Euklidischen Koordinaten benutzt.

Beispiel einer Kurve

Abbildung: Explizite Darstellung einer Kurve (Sin2 (t ) Cos ( t) ,COS2 (t)-sin (t) s cos’ (t)) » Quelle: Giinter Opitz-
Ohlsen, gemeinfrei
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Beispiel einer Hyperfldche:

Abbildung: Implizite Darstellung eines Ellipsoids: x?+2y?+4z?=1, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Abbildung: Weg y(t) auf dem oberen Teil des Ellipsoiden mit der Einbettung X und dem Tangentialvektor im Punkt
11,1
pALs

o5 4) , Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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3.2 Ko- und kontravariante Vektorraumbasen oder Tangential- und
Kotangentialraume

Die kovarianten Basisvektoren sind die Tangentenvektoren an die q“ - Koordinatenlinien, d. h.:

r= 90X
09,
mit
X = xi(const,...,q“,...,const.)
und
;. = Xz
(24 aqa 1 s
oder die i-te Komponente
(G = 2
09,

sind die Komponenten der kovarianten Basisvektoren bezogen auf die Euklidische Orthonormalbasis
€lyees€, .

Damit haben wir jedem Punkt der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit die Basis eines Vektorraums
zugeordnet. Man nennt dies den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit M und schreibt TM. Bgtrachtet
man den dazugehorigen Dualraum, dann erhdlt man die kontravarianten Basisvektoren g% . Wir
wollen diese anschaulich tiber die Koordinatenhyperfldchen herleiten.
Die kontravarianten Basisvektoren sind die Normalenvektoren auf die a-Koordinaten-Hyperfldchen:

X= xi(ql,...,const,...,q")
Der Zusammenhang zwischen den x' und den q' ist durch die Gleichung:

q9=q (xl, ...,x")

gegeben, weil wir voraussetzen, dass die Koordinatentransformation eineindeutig ist, also umkehrbar.
Da wir die a-Koordinaten-Hyperfldche betrachten, ist:

q°=q%(x",...,x")=const.
Bei der a-Koordinaten-Hyperfldche handelt es sich also um eine Niveaufldche einer skalaren Funktion

(04

q“ . Die Komponenten des Normalenvektors auf der Niveaufldche ist durch 'V (q“) gegeben.

Der Ausdruck (g%) = % entspricht dann den Koordinaten des kontravarianten Basisvektors g“ .
X

Die Berechnung des Skalarprodukts mit der Kettenregel liefert also:

_:x - _>a = \i aaai 6“ o4
9“3 = (9% - (§) = L =L = g

axia% 04

Wir koénnen somit jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen kovarianten und kontravarianten
Metriktensor zuordnen.
i

g — g: i 9 = gi'gj
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3.3 Beispiele

3.3.1 Kugelkoordinaten
x=r-sinf-cos @
y=r-sin@-sin @
z=r-cosf
A=x-e+y-e +z-€,

A=r-sinf-cos@-€,+r-sinf-sing-e, +r-cosf-e,

“Selfie” of the Curiosity rover with inset showing the SAM instrument prior to installation on the rover. In this image,
the rover is in front of Mount Mercou, a 19.7-foot (6-meter) tall outcrop, and next to the “Nontron” sampling site. This
area is in the transition region between the “clay-bearing unit” that the rover has finished exploring and the “sulfate-
bearing unit” that the rover is now exploring. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSS

Zitat: Es ist einfacher, radioaktives Plutonium zu entsorgen, als das Bose im Menschen.”

dr-¢,=dr(e,)=1 d8-¢,=do(&,)=1 dp-&,=dp(¢,)=1

17 Albert Einstein
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VoV, VeV, V.8, 10 0
(gnm) = V,Vy VgV VoV = 0 r’ 0
VeV, VeV, V€, 0 0 r’sin’0
oA L _oA oA
" or 06 * ¢
e, 8—X:5in9'COS a—X:r-cose-cos 8—X:—r-sine-sin
or ¢ a0 Y| g 1
€y g—i]:sine-sin(p g—g:r-cose-sin(p %:r-sine-cosq)
e 0z 0z . 0z
z 2= 0 T =—7. 0 — =0
5, 08 7g = sin 30

https://pixabay.com/de/photos/mars-roter-planet-planet-raum-11012/
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3.3.2 Koordinatentransformation von Zylinder- (r, 0, z) in kartesische
Koordinaten (x, y, z)

x=r-cosb
y=r-sinf
71=17

- - -

A=x-ety-e+ze,
A=

X

r-cosf-e +r-sinf-e +z-e,

ﬁr:@ \79:%_;2 e*Z:@

r 0z

e_; a—rzcose S—X:—r-sine 2—;(_0
e_;’ g—i}—sme g—z:r-cose g—}Z)_O

NASA’s Curiosity Mars rover used its Mastcam to take an image of this hill, nicknamed “Rafael Navarro Mountain”
after Rafael Navarro-Gonzdlez, an astrobiologist who worked on the mission until he passed away Jan. 26, 2021. He was
a member of the team working with Curiosity’s Sample Analysis at Mars, or SAM, instrument. Credit NASA/JPL-
Caltech/MSSS/SSS

57 /308



https://www.iau.org/administration/membership/individual/16738/

Relativititstheorie Version 1.2

v,=cosb-e +sinfe,
Vo=—r-sinfe +r-cosbe,
vZ:eZ
V.-v,=0
V.-v,=0
’ (gm) =| ¥, V¥, Vo, | = | 0 7 0
V.V, V,V, V- 00 1

SESES
I
= =S

N

dA=drv.+dov,+dzé,

dA=dr-é+rdf-&,+dzé

V4

Mars Year

NASA's Curiosity rover used an instrument called SAM (Sample Analysis at Mars) to detect seasonal changes in
atmospheric methane in Gale Crater. The methane signal has been observed for nearly three Martian years (nearly six
Earth years), peaking each summer. Credit NASA/JPL-Caltech
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3.3.3 Schiefes Koordinatensystem

ay A

Kontravariante Komponenten Kovariante Komponenten

x=a,+a,-cosO

y=sinf-a,
A=x-e+y-e,
A=(a,+a, cosh)-& +sinb-a,€,
. _0A . _0A
“ 0Oa, “ 0Oa,
€, cosb
e, 0 sinf
v_;1~\7;1:1 1 cosO
Va,"Va, = 1 cos 1
V, 'V, =cosb

Abbildung Ellipsoid: x?+2y?+4z2=1 mit Punkt P und Tangentialebene, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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3.4. Transformationsverhalten von krummlinigen Koordinaten

Wir gehen von kartesischen Koordinaten

x' und zwei weiteren Koordinaten

q bzw. r' aus, die

Punkte einer Mannigfaltigkeit darstellen. Zwischen den Koordinaten existieren also eineindeutige
Abbildungen, die sogenannten Koordinatentransformationen. Die kovarianten Basisvektoren g,

beziiglich der Koordinaten

Basisvektoren 57“ haben dann die Komponenten (g;”)I:

Koordinaten r' .

g haben dann die Komponenten:

a

aq

(g.)=

. Analoge Uberlegungen gelten fiir die

ox'

507 und die kontravarianten
q

Koordinaten

Komponenten der kovarianten
Basisvektoren

Komponenten der
kontravarianten Basisvektoren

qi - \i_ ox' Za .:aqa
( “)_aq“ (9); e

r' -~ OX' ) _0r”
I— h").=—

(ha) ara ( )1 axl

Damit erhdlt man mit der Kettenregel folgende Gleichung: (H:,)'

_0x' _0x aqu(*)iaqv
or“ o0q" or” v

oder in
or”

Vektorschreibweise: h = g?“ g, oder analog im kontravarianten Fall: h= ggv g
Koordinaten Komponenten der kovarianten Komponenten der
Basisvektoren kontravarianten Basisvektoren

qi - \i__ 8xi (_'(z):aqa

al) a g i i

(9.) 0q ox

ri - . axl _b(){ _ 8 ra

h,) (h")="—

( 0!) a rO{ a Xl
Transformationsverhalten 5= 0q" & o or“ B

SNG) A 0q”

Zuletzt zeigen wir noch, dass die Matrix der kontravarianten Basistransformation invers zur Matrix der

kovarianten Basistransformation ist.

5 = ar’i _ or' aq’f
' or’! oq" or’

. Also ist die Matrix

o
6qk

) x invers zu (

aqk
or’ £

Damit haben wir alle Ergebnisse aus Kapitel I auf die krummlinigen Koordinaten tibertragen.

60 / 308



Relativititstheorie Version 1.2

Wenn man also krummlinige Koordinaten einfiihrt, dann wird im jedem Punkt im Raum ein Vektorraum
festgelegt. Er heilst Tangentialraum oder Kotangentialraum. Wir haben gesehen, wie man die
Basisvektoren in  jedem Punkt berechnen kann. Das Transformationsverhalten bei
Koordinatentransformation ~ zieht eine Anderung der Basisvektoren nach sich. Das
Transformationsverhalten ist wie bei den in Kapitel I besprochenen Basistransformationen von
Vektorraumbasen.

Zusdtzlich kann man die Ergebnisse liber den Metriktensor aus Kapitel I auf die krummlinigen
Koordinaten libertragen. Wenn man also irgendwo im Raum einen Vektor darstellen will, dann macht
man das in Bezug auf den Vektorraum und dessen Basis, die in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit
definiert sind. Wenn man ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit betrachtet, dann werden die
Vektoren des Vektorfeldes durch die Komponenten beschrieben, die der Vektor bezogen auf die
Vektorraumbasis in diesem Punkt der Mannigfaltigkeit hat.

Betrachtet man jetzt noch das entsprechende Verhalten der Vektorkomponenten, so erhdlt man:

Koordinaten Komponenten der kovarianten Komponenten der
Basisvektoren kontravarianten Basisvektoren
q i OX' (é’a):ﬁqcf
( a) a q a I a XI
(=2 ()= 22
“or” ' ox
Transformationsverhalten der g 0q" - = ar® =,
Vektorraumbasis «~gre9v aqvg
Transformationsverhalten der oq" or'
Vektorkomponenten als W a_qk '
Transformationsmatrix und als & 'k
Komponenten
Transformationsverhalten der 0 q" iar &
R=LqQ, R'=22Q
Vektorkomponenten I~ apd aq"

Wir haben die entsprechenden Basisvektoren in krummlinigen Koordinatensystemen in Bezug auf
kartesische Koordinaten definiert. Dazu waren die entsprechenden Transformationen von
krummlinigen Koordinaten in die kartesischen Koordinaten notwendig. Man kann aber auch direkt
jeden Tangentialvektor als Ableitungen einer Kurve definieren.

Sei q'=q(t)

eine Parameterdarstellung der Kurve in einem Punkt P der Mannigfaltigkeit, also P=(q'(0)) . Dann
sind die Ableitungen:
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Al = dq'(t)
dt =0
die Komponenten eines Tangentialvektors. Allerdings konnen mehrere Kurven dieselben Komponenten
eines Tangentialvektors liefern. Deshalb fasst man alle Kurven, die dieselben
Komponenten liefern, zu einer Aquivalenzklasse zusammen. Damit kann man den Tangentialraum einer
Mannigfaltigkeit auch ohne Bezug auf kartesische Koordinaten definieren:

Geometrische Definition des Tangentialraums

Eine Mdglichkeit, den Tangentialraum zu definieren, besteht darin, einfach statt einer Kurven-
Ableitung die Kurven selbst zu nehmen, und zwar alle die Kurven, die einen Punkt p in derselben
Richtung mit derselben Geschwindigkeit durchlaufen. Dass sie genau das tun, verifiziert man tiber
Karten, die in einer Umgebung von p definiert sind. Nehmen wir beispielsweise eine Kurve y(t) , die bei
t = 0 durch p lduft (also y(0) = p ). In einer Umgebung von p haben wir nun eine Karte, die wir durch
eine Funktion k darstellen, d. h. k(y(t)) liefert fiir jedes t die reellen Koordinaten des Punktes y(t) , und
insgesamt ist k(y(t)) eine Kurve im R" .

[_E! E]

Definition des Tangentialraums:

y'(0)=((¢)l %(kﬁ/(t)) o T,(M)={y'(0)[»(0)=p)

t=0

=< (ke (1))

t=0
Benutzt man diese Definition, so kann man den Kotangentialraum iiber die Linearformen erhalten.

Ansonsten kann man iiber das soeben gezeigte Transformationsverhalten und die Kettenregel die

Kotangentialvektoren auch ohne Bezug auf kartesische Koordinaten wie folgt definieren:
_0A Ly - 0xy _0XoA _ 0A

Ni - i = N] - —'Ni - : i .
0x oq’ 0q’ 0x oq’
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q,=r=const.

Beispiel: Polarkoordinaten . Beschreibt einen Kreis mit Radius r in Polarkoordinaten.

q,=@=t
Der Kurvenparameter t ist hier der Winkel. Die Komponenten des Tangentialvektors sind dann:
=9 =g
dt
T2 :d_¢ =
dg

Fdhrt man in einem Auto eine kurvenreiche Strecke, dann ist das Lenkrad des Autos zum Gliick immer
an derselben Position. Das Auto ist das Koordinatensystem, auf das sich alles im Auto bezieht, und
darin dndern sich die Komponenten der Gegenstéinde nicht, die im Auto vorhanden sind. Allerdings
bekommt man schon mit, dass sich die Basisvektoren des Autos dndern miissen, wenn man sehr schnell
in eine Kurve fihrt. Die entsprechenden Anderungen verursachen eine Anderung des
Geschwindigkeitsvektors, der dann eine Beschleunigung bewirkt, die entsprechend eine Kraft auf den
Korper des Autofahrers ausiibt. Es wdre also unsinnig, die Geschwindigkeit nur auf das mitgefiihrte
Koordinatensystem im Auto zu beziehen, denn die muss sich laut Tacho nicht dndern, obwohl man mit
groBer Kraft gegen die Wagentiir gedriickt wird.

Perseverance looks back with one of its navigation cameras toward its tracks on July 1, 2021 (the 130th sol, or
Martian day, of its mission), after driving autonomously 358 feet (109 meters) — its longest autonomous drive to date.
The image has been processed to enhance the contrast. NASA/JPL-Caltech
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3.5. Tensoren

Ein Tensor 0. Stufe ist ein Skalar, der unabhdngig von den Koordinaten des Punktes ist, die ihn
beschreiben. Zum Beispiel ein Temperaturfeld.

Ein Tensor 1. Stufe ist ein Vektor mit dem entsprechenden Transformationsverhalten bei
Koordinatenwechsel der Vektorkomponenten:

oder

j_arj i

r=2
aq

Als Beispiel kann man die Komponenten eines Tangentialvektors nehmen:

]:j:a&j Ti:anj Ti:anj dii:quj
6qi aq' aql dt dt

Ein Tensor 2. Stufe ist ein Vektor (bezogen auf das Vektorprodukt) mit dem entsprechenden
Transformationsverhalten bei Koordinatenwechsel:

. _0q oq’
Mo or
oder

w_orkor
a = A
dq 0q
Beispiel: Wir sind jetzt in der Lage, liber die Koordinatentransformationen die Komponenten des
Metriktensors ~ auszurechnen.  Dazu  betrachten  wir  die  kartesischen  Koordinaten

1 2 3
X =X,X =Y,X =Z . Die Komponenten des Metriktensors sind dann durch die Einheitsmatrix

1 0 0
010 gegeben. Wollen wir nun die Komponenten des Metriktensors in
0 0 1

Kugelkoordinaten — ausrechnen, dann benétigen wir die Transformationsgleichung von
Kugelkoordinaten in kartesischen Koordinaten. Sie lauten:
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1 .
X =x=r-sinfB-cos @
2 . .
X =y=r-sin@-sin ¢
x’=z=r-cosf

. . . ; 1 2 3 : . . |
Der Metriktensor in kartesischen Koordinaten X =X,X =Y ,X =Z ist die Einheitsmatrix
100 1 9 3
010 . Die Kugelkoordinaten bezeichnen wir mit ' =1 ,I :9,1‘ = , damit sie zu
0 0 1
der allgemeinen Transformationsgleichung kompatibel sind. Mit der allgemeinen Transformation
P
;,:a—xkailtij fallen alle Komponenten t; fiir i#j weg, weil dies die Komponenten der
or" or

~_0x ox'

Einheitsmatrix sind, sodass nur tkl——ka—ltii librig bleibt. Dies sind aber genau die
ror

Skalarprodukte, die wir schon berechnet hatten. Wir erhalten somit den Metriktensor in
Kugelkoordinaten nur tiber die Transformationsgleichungen der Koordinatentransformation von
Kugel- in kartesische Koordinaten.

https://www.nasa.gov/solar-systeni/nasas-perseverance-rover-cameras-capture-mars-like-never-before/
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3.6. Bogenldngen von Kurven und der Metriktensor

Hat man die Parametrisierung einer Kurve, dann kann man die Anderungen der Koordinaten durch
den Ausdruck:

i_dq'
Ag=—"-At
T= g

berechnen.

Oder man stellt sie mit den kontravarianten Komponenten des Tangentialvektors

AT=T-At
oder in Vektorkomponenten

(AT)=T"At
dar. Das Skalarprodukt eines Vektors ist durch | @ | = Va-a gegeben. Schreibt man dies in
Komponenten, so erhdlt man la | =+ g, a'a’ . Der Metriktensor bestimmt also die Linge eines

Vektors bei allgemeinen Koordinaten. Der Betrag von A T ist die Léinge eines kleinen Kurvenstiicks
A'S . Damit erhdlt man:

2| 2 AT i dq' dq’
(As) = [AT] © = g,AT'AT = g,Aq'Aq’ = gyf-%(m)z .

Im Grenzfall liefert das:
2__ i g
ds"=g;-dq -dq .

Das differentielle Linienelement ist also:

_ | ,dd' dq’ | :
AS—(QUEF) 2. At .

Damit ergibt sich die Bogenldnge einer Kurve durch Integration:

t t . .
s dq' dq’ ) 7

L= ds= 9> — > — - dt .
;‘: ;f ( Ydt dt

Hat man den Metriktensor, so hat man in einer Mannigfaltigkeit durch die Bogenldnge einer Kurve
einen Abstandsbegriff. Wir bezeichnen eine Mannigfaltigkeit, auf der ein metrisches Tensorfeld g,
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definiert, ist als Riemannsche Mannigfaltigkeit, wenn die Bogenlcnge durch obige Gleichung gegeben
ist. Der Metriktensor legt die Riemannsche Metrik auf Mannigfaltigkeiten fest.

Man bezeichnet einen Raum als flach, wenn man lokale Koordinaten derart wdhlen kann, dass der
Metriktensor konstante Komponenten erhdlt. Im anderen Fall ist der Raum gekrtimmt. Hat man eine
Koordinatentransformation, in der der Metriktensor konstant ist, dann kann man durch lineare
Transformation auf Diagonalform bringen. In der Diagonalen stehen 1 und -1. Beim Euklidischen
Raum kann man fiir geeignete Koordinaten den Metriktensor auf die Einheitsmatrix transformieren.

Die uns bekannten Metriktensoren beziehen sich alle auf einen Euklidischen Raum. Die obige
Definition ist allerdings allgemeiner. Man kann damit auch andere Réume als Euklidische Rdume
beschreiben. Dies soll im ndchsten Kapitel am flachen Minkowskiraum durchgefiihrt werden.

Wir betrachten eine zweidimensionale Teilmannigfaltigkeit — eine Fldche im dreidimensionalen Raum.

Diese Teilmannigfaltigkeit kann lokal durch zwei Koordinaten beschrieben werden. Hdlt man bei den

Kugelkoordinaten z. B. den Radius r fest, dann erhdlt man die Kugeloberfliche als zweidimensionale

Teilmannigfaltigkeit im Euklidischen Raum R’ mit den Koordinaten (8, ¢). Man hat nun in jedem

Punkt je zwei Basisvektoren, die den Tangentialraum aufspannen, oder die Tangentialebene, wenn man
2

es geometrisch betrachtet. Man erhdlt als Metriktensor mit einem ( :; 0

r’-sin’ @
konstanten r. Hier gibt es keine Koordinatentransformation, die diesen Metriktensor konstant macht. Es
handelt sich hier um einen Metriktensor eines zweidimensionalen gekriimmten Raumes.

Betrachtet man Zylinderkoordinaten, dann erhdlt man als zweidimensionale Untermannigfaltigkeit die
Zylindermantelfldche, wenn man r konstant hdlt. Damit ergibt sich der zweidimensionale Metriktensor:

20
( '(; 1 ) . Hier ist der Metriktensor konstant. Deshalb ist die Mantelfliiche des Zylinders
ein flacher Raum. Die Mantelfliiche eines Zylinders kann man zu einer Rechtecksfldche abrollen.
Zeichnet man dann auf die abgerollten Fldche ein rechtwinkliges Dreieck, dann bleibt das Dreieck
rechtwinklig, wenn man die Fldche wieder aufrollt. Die geometrischen Eigenschaften auf der
Mantelfldiche eines Zylinders entsprechen denen im Euklidischen Raum.

Zitat: ,,Der Mensch erfand die Atombombe, doch keine Maus der Welt wiirde eine Mausefalle
konstruieren. “'

18 Albert Einstein
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Kapitel IV: Die kovariante Ableitung

4.1. Motivation

Man betrachtet ein skalares Feld wie z. B. ein Temperaturfeld. Dann ist die Temperatur in einem Punkt
immer dieselbe, egal welche Koordinaten man nimmt, um diesen Punkt zu beschreiben:

A

Alq', .., d4) = Alq', .., q"

Mit den Koordinatentransformationen:

q(q', .. ,q") i=1,...,n

Die Ableitung des Temperaturfeldes ergibt den Gradienten. Dies ist ein Vektor und er zeigt in Richtung
der stdrksten Temperaturdnderung. Fiir die Komponenten des Gradienten ergibt sich Folgendes bei
Koordinatenwechsel:

04 _ 04 _ 9994
ﬁqj 8qj ﬁqjaql

Der Gradient hat also das Transformationsverhalten eines Tensors 1. Stufe, oder die Ableitung eines
skalaren Feldes ist ein Tensorfeld 1. Stufe.

Im ndchsten Schritt betrachten wir ein Vektorfeld. Vektoren sind Tensoren 1. Stufe und wir kénnen das

Vektorfeld wieder beziiglich zweier Koordinaten q und ¢ darstellen. Dann hat man folgendes
Transformationsverhalten fiir die Komponenten des Vektorfeldes:

. od
azq'ai

oq’

Wir wollen nun die Komponenten des Vektorfeldes ableiten, um zu liberpriifen, ob die Ableitung
ebenfalls das Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe hat. Bei der Ableitung miissen wir die
Produktregel verwenden, weil die a; bzw. d; die Komponenten des Vektorfeldes von den

Koordinaten ¢ und q abhdngen, die den Punkt auf der Mannigfaltigkeit beschreiben, zu dem es

einen eindeutigen Vektor mit den Komponenten a, bzw. d; in den unterschiedlichen Koordinaten

gibt. Die Komponenten des Vektors beziehen sich dabei auf die Basis des Tangentialraums, der wegen
der unterschiedlichen Koordinaten auch unterschiedliche Basisvektoren hat.
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) 2 i i da i~ 1 da. 2 i
G - 04, ,09%% _ 090904 0q_,
aq" 0qoq oq’0q"  o9q’0q" 04  oq'0q

Die 1. Ableitung ergibt also einen Teil, der sich so transformiert wie ein Tensor 2. Stufe (griin und dick
hervorgehoben) plus einen Stdrterm (rot hervorgehoben). Die 1. Ableitung eines Vektorfeldes ist also
kein Tensor. Um das Transformationsverhalten eines Tensors bei einer Ableitung eines Vektorfeldes zu
erhalten, modifiziert man die Ableitung zur kovarianten Ableitung, die ein Transformationsverhalten
eines Tensors hat. Dann kann man sagen, dass die kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes ein
Tensorfeld 2. Stufe ist.

NASA's Mars Perseverance rover acquired this image using its onboard Left Navigation Camera (Navcam). The camera
is located high on the rover's mast and aids in driving.
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4.2. Die kovariante Ableitung

Die kovariante Ableitung beriicksichtigt nicht nur die Anderung der Komponenten eines Vektors — dies
hatten wir bei der Ableitung eines Vektorfeldes gemacht — sondern auch die Anderung der
Basisvektoren. Geht man von einem Punkt einer Mannigfaltigkeit zu einem anderen Punkt, dann
dndern sich die Tangentialrdume und damit die Vektorraumbasis, die den Tangentialraum in einem
Punkt beschreiben. Dann kann man aber auch unterschiedliche Vektoren in den beiden Punkten haben,
obwohl sich die Komponenten des Vektors nicht gedndert haben, weil sich die Komponenten auf die
unterschiedlichen Tangentialrdume in den beiden Punkten beziehen. Auch der andere Fall ist méglich:
Die Komponenten zweier Vektoren in den beiden Punkten sind unterschiedlich, aber die Vektoren sind
gleich, weil sie sich auf unterschiedliche Tangentialrdume beziehen. Dabei haben wir die
Tangentialrdume tiber die Koordinaten der Punkte der Mannigfaltigkeit mit einer Basis versehen.

Zur lokalen Darstellung der Mannigfaltigkeit gehen wir einmal von kartesischen Koordinaten —x' mit
den entsprechenden Basisvektoren &;=e' aus. Dariiber hinaus stellen wir die Mannigfaltigkeit lokal

durch allgemeine Koordinaten dar: q' mit den Basisvektoren g, und g“ . Diese Vektoren liegen
tangential an den Koordinatenlinien, die im allgemeinen Koordinaten krummlinig sind und keine
Geraden wie in kartesischen Koordinaten.

Wir behandeln die kovariante Ableitung im Euklidisch Raum, sodass wir kartesische Koordinaten
verwenden konnen. Die Verallgemeinerung erfolgt dann spditer.

Fiir den Vektor gilt @ = x'e; in kartesischen Koordinaten.
Fiir den Vektor gilt @ = a“g,, fiir allgemeine Koordinaten.
Wir berechnen die Anderung von d beziiglich der Koordinate q” :

-

0i _ ola'q) _ o', .04,
aq)’ aq)’ aq)’ a aq,)/

94«

= zu berechnen, weichen wir auf kartesische Koordinaten

Um die Anderung der Basisvektoren

aus. Die Transformationen fiir die Basisvektoren sind wie folgt gegeben:

é’a — a_qagz gi — 8Xi g»a
ox' 0q”

. ox' - _> 0q“ -

a = _aei ei = -ga
J oq ox'

70/ 308



Relativititstheorie Version 1.2

09, _ _0 oxX 3
oq”  0q’\oq”
Mannigfaltigkeit abhdngen, bendtigt man bei der Ableitung nicht die Produktregel:

) . Da die Basisvektoren im Euklidischen Raum nicht vom Punkt auf der

aq,}/ aq}’aq(l 1

B
Mit €, = 0 gy erhdlt man dann den Ausdruck:

1 i

-

04, _ _0°x" 8¢ -
aq}’ an’aqaaxigﬂ

Wir haben damit die Anderung der Basisvektoren fiir allgemeine Koordinaten gefunden, ohne die
Basisvektoren zu dndern.

2 i B
o p_ _Ox oq . . .
Die Grogen T = . - nennt man die Christoffelsymbole. Sie beschreiben
Yo 6 Ya a i
q0oq 0 X
die Anderung der Basisvektoren in allgemeinen Koordinaten. Es handelt sich nicht um einen Tensor 3.
Stufe.

od od’ . « 03,
= + a
aq)’ aq)’gﬂ a aq)’

Ableitung von « nach [ gedndert) ergibt sich dann:

Fiir die Ableitung (hier wurde der Summationsindex zu obiger

0 _ [ od
0q” 0q”

-

ap B
+aI‘ya ‘gﬂ

Man bezeichnet diesen Ausdruck als die kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorfeldes. Ftir
die Komponenten schreibt man:

B
8 _ oa B«
@, = aq” + I'yqa
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i 5 -
an’_aIJ"gﬂ

Die kovariante Ableitung ist also ein Tensor 2. Stufe, da es sich um die Komponenten d’|y eines
Vektors handelt.

Analog erhdlt man fiir die kovarianten Komponenten eine kovariante Ableitung fiir ein kovariantes
Vektorfeld.

Man betrachtet den Skalar S = v‘u-wﬂ . Die Ableitung nach der Produktregel liefert:

oS _ ov” ow, L

= cw, + ‘
ox’ ox”’ “ ox”’

Den ersten Summanden kann man dann durch Addition der 0 wie folgt umschreiben:

ov" ov" A A
_ u u
ax,o'w,u - ox" ’ W‘u + Fp‘u CVow, — Fp‘u Vo Wy
Einsetzen liefert:
a S a V'U A u 8 W, u A u
X = o’ w, + Fp’u S Vvhw, + Y Vi — FM, VoW,
Zum Schluss noch Ausklammern:
85 8 V‘u A u a w, A
aX'D - 8xﬂ ) W‘u + F/J,u W, + v 8X'U - F,(J‘l,l "W,

Der rote Term definiert dann die kovariante Ableitung fiir ein kovariantes Vektorfeld. In der
Terminologie von oben haben wir dann:

Oag .
g, = aq” — Ipya,
oder
oa _ s
an’ = g9

Die kontravariante Ableitung von kontravariante Komponenten —a”

dem kontravarianten Metriktensor:

entsteht durch Uberschiebung mit
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Die kontravariante Ableitung von kovariante Komponenten a, entsteht durch Uberschiebung mit
dem kontravarianten Metriktensor:

ly —
az’=az, 9"
Zusammenfassung:
5 i
r B _ 0 x' . 0 qﬁ
' 8q'0q" oX
Komponenten Kovariante AbIeitung Kontravariante Ableitung
Kontravariant ’3 9 (1 “ ,3| Y= d° » gVJ’
a,,= 0 q
Kovariant . a a ,8 _re aﬂl)’_ as, g
Bly— 0 q gy a

Leider haben die Christoffelsymbole noch Bezug auf die kartesischen Koordinaten. Wenn man aber
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit hat, bei der in jedem Punkt ein Metriktensor existiert, dann kann
man die Christoffelsymbole auch mithilfe des kontravarianten Metriktensors ausrechnen:

0 0 0
l-‘asb — %gsr . g(;)r + gl: _ g(:,b
oq oq oq

Damit kann man auch die kovariante Ableitung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten definieren. In
einem flachen Raum gibt es dann immer Koordinaten, in denen der Metriktensor konstant ist und damit
die Christoffelsymbole 0 sind. Dann ist die Ableitung eines Vektors gleich der partiellen Ableitungen
der Komponenten des Vektors. In einem gekriimmten Raum sind die Metriktensoren nicht konstant.
Hier treten die Christoffelsymbole auf, weil man nicht durch eine Transformation der Koordinaten
erreichen kann, dass der Metriktensor konstant wird.

Die Christoffelsymbole sind symmetrisch, weil der Metriktensor symmetrisch ist.
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Man kann die kovariante Ableitung auch abstrakter definieren. Dabei geht man von den Eigenschaften
der kovarianten Ableitung aus, die wir in Kapitel IV besprechen werden. Diese Definition kommt ohne
Metriktensor aus und verallgemeinert damit den Begriff der kovarianten Ableitung auf differenzierbare
Mannigfaltigkeiten™.

Eine Abbildung V : I' (TM) x I' (E) - I' (E), (X, s) » Vx s, die einem Vektorfeld X auf M (bei dem
Vektorfeld X handelt es sich um ein Element aus I' (T M) und deshalb um einen Schnitt, der jedem
Punkt p € M ein Element aus dem Tangentialraum T,(M) in p zuordnet) und einem Schnitt s im
Vektorbiindel E wieder einen Schnitt in E zuordnet, heilSt Zusammenhang, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Vysistin X € I' (T M) linear tiber C* (M), das heilSt:
Vf)ﬂ +gx2S :f'le.S +g'VX25fiirf,g € COO(M)llndX_l ,X2€F(TM)

(ii)  Vxsist IR—linear ins, das heilst:
VX()U S; + )\2 Sz) = )\1 : VX S; + )\2 . VXSZ fur Al,AZE|R .

(iii)  Vx(fs) = X(f) - s + f - Vxs fiir jede Funktion f € C* (M). Hier bezeichnet
X(f) die Richtungsableitung der Funktion f in Richtung X.
Tangentialvektoren werden also als Derivationen aufgefasst.

https://science.nasa.gov/image-detail/amf-pia03152/

19 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Zusammenhang (Differentialgeometrie)
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4.3 Beispiele

4.3.1 Die Christoffelsymbole

Wir wollen in den die Christoffelsymbole fiir spezielle dreidimensionale Koordinatensystem berechnen,
bei denen die Metriktensoren Diagonalmatrizen sind. Dazu benutzen wir die Formel mit Hilfe der
Metriktensoren:

asb — lgsr . ag(;,r + agl;r _ ag(i.b
2 0q oq oq

Nach der Einsteinschen Summenkonvention ist r=1, 2, 3.

s_1 o 09, 09, 049, 1 o 09, 69 _0g, 1 o 09.5,06,; 99,
,,==g ! b1+ ':11— lb + =g 2 b2 b _g3 349903 _ 31,
2 0q 0q" 0q 2 aq’ aq’ 2 0q" oq" dq
piolonf 99., 69.,1 1 o[ 092,099 _ 69,,,, 1 15[ 094,995 99w
ab_Eg Eg b a Eg 3
oq° 0q 0q oq" 0q" dq

0 Gl 0 09,0 0 G G b
r2= % g gal 91;1 gab %gzz 9a2 gbZ 9ap %gn gabg + 9123 _ ga3,,
aq" oq 6q aq’ 8q" oq" dgq

0 0 0 G 0 0 b b b
Fa3;1=lga1 gal gbal gab lgaz gaz gbz 9 1g33 ga: + g,,: _ ga:
2 aq" oq 2 oq’ oq° 2 oq° 0q" 0q

ri= lgn aga1+agb1_agﬂb 2= 1g22 aga2+agb2_agnb F3=1g33 aga3+agb3_agab
ab™ 2 6qb 6qa aql ab™ 2 6qb 6qa 6q2 ab 2 6qb 6qa aqs

Ein entsprechendes Ergebnis erhdlt man fiir Metriktensoren im zweidimensionalen Fall:

ralb —_ %gll ag(;)1+agba1_agalb razb — %gzz ag"b2+agbaz_ag"2b
0q 0q° 0q 8q"° 0q" dq

Ein entsprechendes Ergebnis erhdlt man fiir Metriktensoren im zweidimensionalen Fall:

1 99a; + 99p1 _ 9Ga 2 _

1 22 09,, 09y, 094
_g . b . 1 ab = . + -
2 aq aq aq

Fa = a
b aqb aq an

1
2

In den beiden folgenden Tabellen sind die entsprechenden Ergebnisse fiir die Christoffelsymbole in
bestimmten Koordinaten zusammengestellt. (Ich hoffe, dass ich mich bei den Kugelkoordinaten
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beziiglich der Christoffelsymbole nicht verrechnet habe, weil ich in einer Arbeit ein anderes Ergebnis
gefunden habe.)

Koordinatensystem Kovarianter Kontravarianter Christoffelsymbole
metrischer Tensor | metrischer Tensor
Polarkoordinaten 1 0 1 0 rpoo Lonf 99, 29m _ ﬁgub
2 1 “ 727 ag”  aq
0 r 0 =
1 _2\__ r r2 - 1 2 99a + 0gs> _ agab
(q »q )_(r: (zp) AL oq 0q° oq°
Kugelkoordinaten 1o 0 o o rtoLouf 99 | 99w _ 0w
0 0 1 ab 29 7 » T oa° 3
0 0 risin’d 0= O q q q
r -sm
1 2 3 1
=(r. 8 00 -
(q »q ,q ) ( ’ :‘p) r’sin’ @ - 1 » 0Ga> . 0Gpr 3 0ga
. . @ =29 oq oq° aq’
Zylinderkoordinaten 100 10 o0
0o n 1 7 5 5 5
1 2 3\_ 0 0 1 7 rai _ lgss gabs + 93 99w
(q »q ,q )—(r,(p,z) 0 0 1 2 0q 0q" aq’

chema eines Hufeisen-Orbits: Der Asteroid kreist innerhalb der Erdbahn und ist dadurch etwas schneller als die Erde.
Beim Einholen wird er auf eine duBSere Bahn gedrdingt und verlangsamt dadurch seinen Flug, als Folge fillt er zuriick.
Quelle: NASA, gemeinfrei
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Koordinaten Christoffelsymbole
Polarkoordinaten r, I, 0 )
1 1 -
FZI F22 v
f 1
2 2 0 -
I, I' — r
2 2
er Fzz l 0
\ r
Kugelkoordinaten r, T, Ty 00
r;l riz ria = 0 —r 0
TL réz r;3 00 —rsin’ @
1
ry r, T, =R
rgl FEZ r% = 140
r31 r32 r33 i
0 0 —sinfcosf
Iy By T 00
L5 Ly T = 0 0  cotd
r;l rgz I’§3 l cotf
r
Zylinderkoordinaten ’ r, ri, ri \ 00 0
r;l riz F;3 = 0 —r 0
1 1 1
\ I Iy, Ty 1 00 L
1
2 2 2 0 = 0
’ I-‘11 I-‘12 I113 ‘ r
2 2 2 —_
I‘21 rzz rzs - l
r: r: r: r 00
\ 31 32 33 J
0 0 O
3 3 3
’ ry, T, T 0 0 O
r;, r, I, = 0 00
3 3 3
| % T 000

Zitat: Planung ersetzt den Zufall durch Irrtum.”

20 Albert Einstein
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4.3.2 Kovariante Ableitung eines parallelen Vektorfeldes in

Polarkoordinaten

Wir wollen in diesem Beispiel zeigen, dass die kovariante Ableitung des parallelen Vektorfeldes
d=e, in der Euklidischen Ebene auch in Polarkoordinaten verschwindet. Dazu miissen wir die

Vektoren d=e, in jedem Punkt der Ebene durch Polarkoordinaten darstellen.

r=\/x2+y2

1,
Es sei XZ_X_FCOS¢ mit der Umkehrtransformation Yoo Dazu bendtigen wir die
X'=y=rsing <p=arctg(;)
Komponenten von €, in Polarkoordinaten. Dabei seien §,,g, die Basisvektoren im Punkt
(r,@) in Polarkoordinaten: d=e,=a'-g,+a’-g, . Die Basisvektoren haben folgenden
Zusammenhang:
:=29 5, oder §=0X¢,
0 x 0
or___x _rcosg Op_ —y _—rsing_—sing
xR % Wy R
X+ y’ Xty r
Also: é’lzﬂg'ﬁa¢g’2=cos¢-g’1—sm¢-g’2 und damit 4= cos ¢ g, — sm(pgz .

0Xx ox
Dem Vektorfeld sieht man an den Komponenten nicht mehr direkt an, dass es ein paralleles Vektorfeld
ist. Wir wollen das mit der kovarianten Ableitung Uberprilfen:

da’
aﬂly ~ o+, ﬂ
0q” .
N . —sin
Wir miissen alll,a|12,a|21,a|22 mit a'=cosgp und a 2= nd q'=r,q’=g berechnen.
r
—sin
0 cos 0 :
a,= O a,= L +12 o
[1 or la |1 or la
3 und '
cos « —sin
a‘12=—¢+1“§aa o —2%
o 2 r +T2 g°
a|2 aw 2(10
a . « sin « —Cos o
a‘llzl“i(,a a|12=—sm<p+1“§aa alzlz—qu+Ffaa afzzirqqlfaa
r
1 1 2 2 0 —
Fll FIZ — ( 0 0 ) l—‘11 1_‘12 —
1 1 — 2 2
F21 F22 0 r FZl FZZ l 0
r
—sin
a, =0 a, = —sing + I'ya” = —sing—r - ( ; 7y =0
2 sin @ 2 2 sin ¢ 1 -—sing
T T2 [pa” = 2 T ; =0
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cosg | cosg _
r r

2 CoSs @ 2 1 _
a, = — + I, =

r

Bild: Wikipedia, XMM-Newton, ESA, NASA, gemeinfrei

"Schwarze Lécher sind keine ewigen Gefdngnisse, wie wir immer angenommen haben. Wenn du das

Gefiihl hast, du bist in einem Schwarzen Loch gefangen, gib nicht auf. Es gibt einen Weg heraus",
so machte Stephen Hawking erst kiirzlich seinen Zuhérern Mut, als er in Harvard iiber die neusten

Erkenntnisse zu seinem Lieblingsthema referierte.”’

Diese Datei ist gemeinfrei (public domain), da sie von der NASA erstellt worden ist. Die NASA-Urheberrechtsrichtlinie
besagt, dass ,, NASA-Material nicht durch Urheberrecht geschiitzt ist, wenn es nicht anders angegeben ist“. (NASA-

Urheberrechtsrichtlinie-Seite oder JPL Image Use Polic

21 Zitiert nach: https://motherboard.vice.com/de/article/gv548x/stephen-hawking-hat-endlich-die-loesung-des-schwarze-

loch-paradoxons-verratenChristoffel-Symbole
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4.3.3 Differenzialoperatoren in allgemeinen Koordinaten

1. Der Gradient:

(grad A); = VA = Ai = %
q

2. Die Divergenz:

ov'
8q'

Die skalaren Felder, die uns in diesem Zusammenhang interessieren, sind konservative Kraftfelder wie
zum Beispiel das Gravitationsfeld oder das elektrische Feld, weil man dann diese Felder
(Beschleunigungsfelder) mittels Potenzialen — also skalaren Feldern — beschreiben kann. Es gilt
ndmlich:

divv = Vv = v, = + v’

- =

F(¥) = -Vo(7)
In der Divergenz stehen die Christoffelsymbole: I‘:] fiir die gilt:

F' = L . 0 -9
YoJ-g o8¢

22

mit g = det(g;)

Damit erhdlt man fiir die Divergenz folgenden Ausdruck:

ovi , 1 8V-g ;
0q V—g 8q’

divv =

oder durch Umbenennung der Indizes:

divv = 6vi s L .0 _igvi
oq V=g oq
Mit der Produktregel kann man dafiir auch schreiben:

. > 1 0 (.i
divy = — - (v V—
\/_—g aq,( g)

Hat man ein skalares Feld, so kann man die Divergenz des Gradientenfelds mit v' = <4

berechnen.

22 Siehe: http://itp1l.uni-stuttgart.de/lehre/vorlesungen/rela2/ss2011/ARTGrundl.pdf, S. 18
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3. Die Rotation

(rOtT’)i = 6-ijijVk = GijkaU = Gijk(

Das negative Vorzeichen ergibt sich aus der kontravarianten Ableitung. Aber €’ ist antisymmetrisch
. [ o : : ijk -1 . .
in j und k und Fki ist symmetrisch in j und k. Damit werden die Produkte €" ij , liber die
summiert wird, ebenfalls 0 und damit:

ovi

rotv) = €—
(roey) = 2%

Der Gradient und die Rotation enthalten in allgemeinen Koordinaten keine kovarianten oder
kontravarianten Ableitungen. Nur bei der Divergenz miissen wir kovariant ableiten, um die richtigen
Resultate in allgemeinen Koordinaten zu erhalten.

Differenziert man zweimal kovariant, so erhdlt man einen neuen Tensor, den Riemannschen
Kriimmungstensor, mit dem man tiberpriifen kann, ob der Raum gekriimmt oder flach ist. Diesen Tensor
hat Einstein als Ausgangspunkt genommen, um ihn in einen Zusammenhang zum Energie-Impulstensor
zu bringen. Es wird sich zeigen, dass der Energie-Impulstensor die Eigenschaft T"'jJ:O hat. Darin
spiegelt sich die Energie-Impulserhaltung wider. Allerdings bendtigt man fiir den Zusammenhang
zwischen den Riemannschen Kriimmungstensor und den Energie-Impulstensor eine weitere wichtige
Relation, um Energie-Impulstensor mit dem Kriimmungstensor zu verkniipfen.

Beispiel fiir die Differenzialoperatoren in den Maxwell Gleichungen:

Und Gott sprach
V:-D=p
V-B=0

. .

VxE =-22

VxH=J+2

...und es ward Licht

Bild: http://pumping-physics.de/wp-content/uploads/2016/06/T-Shirt% C2% BBund-Gott-sprach....png
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4.4 Eigenschaften der kovarianten Ableitung
Die kovarianten Ableitungen eines Vektors haben wir wie folgt definiert:

oa.
LA Y
oq

. od .
1 —_ 1 n —
|r -_— + Frna bZW. a,lr —

0q’

Mit dieser Systematik kann man dann auch Tensoren hoherer Stufe kovariant ableiten. Dabei wird
einmal partiell abgeleitet und die Christoffelsymbole fiir jeden Index im Tensor gebildet. Achtung: Bei
kovarianten Indizes wird abgezogen.

Beispiel:
) ij o - ot;;
a t', = o9 Lot + Tot" baw ty, = —0 — It — It
oq 0q'
t' .
Bt = a—qu + Tt — T,
9 Uy = &+ Dol + T = T,

Es gilt die Summen und die Produktregel fiir kovariante bzw. kontravariante Ableitungen. Dies zeigen
wir hier nicht.

R _ i i
i _ i i
(a bj)|k = bja|k“+ ab; |
Mit der Produktregel und Regel R3: Indexshift a= gU'Clj oder ;= gl.j-a“’ kann man nun den

Metriktensor kovariant ableiten.

. — ( S) _ S S _ S
Esist A,y = (gsd ) = QG T A Grs = A Gy + Ay ,woraus
(grs)|k = 0 folgt.

Die kovarianten oder kontravarianten Ableitungen des Metriktensors sind Null.
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4.5 Héhere kovariante Ableitungen — der Riemannsche Kriimmungstensor

Wir berechnen die zweite kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorfeldes mit kovarianten
Komponenten a; beziiglich der Koordinaten ¢q’ .

0aq,
I
1. Ableitung:  @; |; = P ; - I i ist ein Tensor 2. Stufe, der nochmals abgeleitet
q
wird.
t., = atij - Tr"t. — Tt fir t. = a liefert das die 2. Ableitun
ij | k aqr i knj j ktin ij ilj e g
oa,,
— ifj __ h . h
aii k = 04" Iiway Iia;

Oa; O0a Oa;

6aﬁ h I h 1 GFJ- 1 04, n 0a, n 0a;
am|H:5_75_7 + a{ | RPRPRD DR 3 PR D ; - I — Tk i L'
q 94 0 oq oq oq
Die rot markierten Terme sind symmetrisch in j und k.
1 1
or; or, .
—_ ik ij h I h 1
Ay k — A j = 4a; aqj - aqk + I k’rhj — T j'rhk

Der Term in der Klammer ist ein Tensor, weil die linke Seite der Gleichung ein Tensor ist und aq,

ebenfalls ein Tensor ist. Damit konnen wir den Riemannschen Kriimmungstensor als antisymmetrischen
Anteil der zweiten kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes definieren:

or,, or.,
R = a—llk — a—l"J + 1-‘ihk'rhlj — 1-‘ihj'l-‘hlk
q q

ijk
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Ist der Riemannsche Raum flach, dann ist der Metriktensor konstant. Dann sind die Christoffelsymbole
0 und damit ist der Riemannsche Kriimmungstensor ebenfalls 0. Ist umgekehrt der Riemannsche
Kriimmungstensor 0, dann kann man ein Koordinatensystem finden, in dem der Metriktensor konstant
ist. Dann ist der Raum flach, weil der Metriktensor dann beziiglich einer beliebigen
Koordinatentransformation in ein anderes Koordinatensystem konstant bleibt. Der Riemannsche
Kriimmungstensor ist also genau dann 0, wenn der Riemannsche Raum flach ist.

Abbildung: Lokale Koordinaten einer zweidimensionalen Fliche als Schattenwurf eines Kunstobjekts, Berlinische
Galerie, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Zitat: Manche Midnner bemiihen sich lebenslang, das Wesen einer Frau zu verstehen. Andere
befassen sich mit weniger schwierigen Dingen — zum Beispiel der Relativitditstheorie.”

23 Albert Einstein
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Kapitel V Geometrische Grundlagen der Allgemeinen Relativitédtstheorie

5.1 Die Eigenschaften des Riemannschen Kriimmungstensors
a) Der Riemannsche Metriktensor hat folgende Symmetrieeigenschaften:
S1: Ry =Ry,
82: R, ;=—Ry,
83: R,y =—Ryy

S4: R ikt leki + leij =0

n2~(n2—1)

Mit diesen Symmetrien erhdlt man fiir den Riemannschen Kriimmungstensor insgesamt B

unabhdngige Komponenten. Das sind fiir n = 4 insgesamt 20 unabhdngige Komponenten.

b) Riemannscher Kriimmungstensor fiir kontravariante Komponenten a'

li
“u Ik “|k |1—“1R K

“u Ik “|k =4 R, i
d —dy =—aR/'
c¢) Die Bianchi-Identitdten beziehen sich auf die kovariante Ableitung des Riemannschen

Kriimmungstensors. Sie sind schwierig herzuleiten, aber entstehen einfach aus der zyklischen
Vertauschung der Indizes. Deshalb geben wir nur das Ergebnis an:

R".. + R"

nijlk

+ R" 0

njkl|i nkilj

Der Riemannsche Kriimmungstensor und die Bianchi-Identitdten sind der Schliissel zu den
Einsteinschen Feldgleichungen.

Fiir die Feldgleichungen definiert man den symmetrischen Ricci-Tensor, der durch Verjiingung des

; " — DS -
Riemannschen Kriimmungstensors entsteht: Rij_ R isj und den Ricci-Skalar, der nochmals durch

Verjiingung des Ricci-Tensors entsteht: R=R s - Der Ricci-Tensor ist symmetrisch, denn mit S1
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gilt: Rij: RS =R stsi: le- . Fiir die Herleitung des Einsteintensors bendtigen wir die

sij
Regeln fiir Tensoren und die Symmetrieeigenschaften des Riemannschen Kriimmungstensor, um die
Bianchi-Identitdt umzuformen.

j k k
R1: Austausch der Indizes: Q) j =X mit dem Summationsindex j und den freien Index k.

Analog dazu hat man im dualen Fall: Xj . 5kJ =X

R2: Tensorverjiingung: Indem man einen kovarianten und kontravarianten Index gleichsetzt, erhdilt

. . . l —
man einen Tensor zwei Stufen weniger: d; ,;=0d;; .

R3: Indexshift mittels Metriktensor: d '= gij-a j oder ;= gl.j-aj
SI: Rlijk:Rjkli

82: R ;=— Ry,

$3: R, =—Ryy

S4: R,l.jk+R,jkl.+R,kU:O

Die Multiplikation der Bianchi-Identitiit R, +R" .+ R" ..=0 mit &' (R1) liefert:
R iut Rt Ry =0

Zweifacher Indextausch nach S2 und S3in R’ nii T +R' kit R =0 ergibt:
R, R, i+ R gy =0

Indextausch nach S3 in Rinij|k+Rn ikj |i+Rinki i=0
Rinij|k+Rn ikjli_Rinik|j=0

Aus Rinij|k+Rn ikjﬁ— R ..=0 ergibt sich durch Tensorverjiingung:

niklj
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R ik '_"Rn 'kjli_Rnk| ;=0
Multiplikation der Gleichung R ., +R_ lkjli_RnkI ;=0 mit g™
K ki kK _
Ry, +R";,— Ry, ;=0

Tensorverjiingung in Rkjlk +Rkik].|i—RkkI ;=0 liefert:
k i Ko
) R +R ;— Ry ;=0
Umbenennen der Indizesin R", . +R',;—R", ;=0 licfert:

R'. +R'

il i il

Austausch der Indizes 2-R' i ,.—RkkI =0 liefert:

k —- i k —
R K| ].—0 oder 2'R i i—R K| j—()

i i i 1 i
2-R', —0 ijkI =0 oder (Rj_ié jR) |.=0
i 1

Man betrachtet: R, 26in und multipliziert mit g,

1
R kj—igij

1
Wegen der Symmetrie des Ricci-Tensors gilt: R jk_igij Man nennt diesen Tensor den

Einsteintensor.

Abbildung: Raumkriimmung durch eine Masse zweidimensional, Berlinische Galerie, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen,
gemeinfrei

: 1
Der Einsteintensor hat wegen (R' i~ 5 o' jR) =0 keine Divergenz.
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5.2 Die Einsteinsche Feldgleichung

Die Kriimmung der vierdimensionalen Raumzeit wird durch die Massen- und Energiedichte und den
Impuls der Materie bewirkt. Die Materie wirkt auf die Raumzeit, und die Raumzeit sowie ihre
Geometrie wirkt sich auf die Bewegung der Materie aus. Der vierdimensionale Energie-Impulstensor
beschreibt die Massen- und Energiedichte und den Impuls der Materie. Es gilt die Energieerhaltung
und die Impulserhaltung. Damit hat der Energie-Impulstensor gewisse Symmetrieeigenschaften:

T,,=T,, . Dariiber hinaus muss die Divergenz des Energie-Impulstensors O sein. Einstein
konnten dann folgende Beziehung nachweisen:

Dabei ist ¢ die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit und G die Gravitationskonstante.

Bemerkung: Den Einsteinschen Feldgleichungen kann man eine weitere Konstante A hinzufiigen:

G

Man nennt A die kosmologische Konstante. Ursprtinglich sollte mit der Konstanten ein stabiles
Universum mdéglich sein. Allerdings ist man heute auf den Stand, dass die Ausdehnungsgeschwindigkeit
des Universums eine beschleunigte Expansion ist. Die Interpretation der Beschleunigung erfolgt iiber
die dunkle Energie. Daneben soll es auch eine dunkle Materie geben, die die Umlaufgeschwindigkeiten
von Zwerggalaxien um das Galaxiezentrum erkldren.

wmwt*AN-9, =x«x-T,,

Da die Gravitationskonstante und die Lichtgeschwindigkeit bei den Einsteinschen Feldgleichungen
eine normierende Rolle spielen, dhneln sie der normierenden Rolle in dem Newtonschen

Gravitationsgesetz. G macht aus dem Ausdruck ﬂz eine Beschleunigung. Die physikalische

r
3

Dimension von G ist also [km 5| oder mit der homogenen Massendichte ng[k—%] dann
g-s m
entsprechend:
1
G=—3
oS
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Inwieweit es sich hierbei wirklich um eine konstante physikalische Skalierungsgré8e handelt, konnte
bis heute noch nicht nachgewiesen werden. Dazu bedarf es sehr genauer Messungen der
Gravitationskonstanten, die allerdings noch ausstehen.

Eine andere Formulierung der Einsteinschen Feldgleichungen ohne kosmologische Konstante erhdlt
man wie folgt:

Man betrachtet die Einsteinsche Feldgleichung in der Form:

Ru_%'R'giJ‘:_SZG'TU :
Multiplikation mit g” liefert:
R—%~R'4:—8ZG~T§ —BJCZGT cda gig,=si=4 ist
Also:
—R:—S”;G-T
c

1 872G _ 871G

Auflésen nach R ergibt fiir den Ricci-Tensor:

_ 8rG 1 842G
R;=-— o 'Tij+§' o ‘T-g;
oder
871G T
Rl] - 4 -(Tq - E-glj)
C
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5.3 Nachtrag

5.3.1 Geodétische Linien

Bisher hatten wir die Anderungen eines skalaren oder eines Vektorfeldes entlang der Koordinatenlinien
berechnet und folgende Ergebnisse erhalten:

M = A.
oq' "
0d _ i .z
aqi li J
0F _ . .

aqi ili

Wir wollen nun die Anderungen entlang einer Kurve c in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit

berechnen, die folgende Parameterdarstellung hat: qi:qi(t) . Die Variable t ist der
Kurvenparameter — also nicht notwendigerweise die Zeit.

Die Anderung eines skalaren Feldes entlang der Kurve c:
04 - 0A0Q _ dq
PP = Ay
ot 0q Ot dt

Die Anderung eines Vektorfeldes entlang einer Kurve c:

9a _ 0adq _ ; . =04
ot oq Ot @it 9igy
8a _ 0adq _ _ioq
ot  oaqg ot 95y

Wir definieren eine absolute Ableitung des Vektorfeldes ldngs einer Kurve c:

j ) i Da- i
Da =a’ aq bzw. ]=aj|i6q

=q’' .—
Dt ot Dt

ot
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clﬁ _ I)CT’g» b d:i _ I)CPi;}
- = : ZW. =
dt Dt '’ dt Dt
Sei d der Tangentialvektor T an eine Kurve c, d. h. Ti:ii—(t]
DT i dq" oT' i omdq’ _ AT i omdq" _ d°q i dq"dq"
— =T = + ', T = —+r 7T " = —42~ + T 1 -1
Dt " dt (aq” ") dt d ™ dt de> ™ dtdt
Damit ist
i 2 i m n
DT _ d'q + T dq dq
Dt dt’ dt dt

1
Die Lénge des Tangentialvektors ist | T | = ( | dq'dq’ | ) > Fiir die Bogenldnge erhdlt

"dt dt
) _ dq dq 2 _ dq dq ds _ dqidqj 2
man s—f(gudt dt )Zdt:"’s—(gudt a )= e |

Damit ist fiir t=s oder dt=ds die Linge des Tangentialvektors T gleich 1.

DT'_D d¢
Ds Ds ds
senkrecht auf der Kurve und beschreibt die Kriimmung der Kurve.

Daraus kann man den Hauptnormalenvektor definieren: N'= . Dieser Vektor steht

; DT! qui ; dqm dqn
N = — = —1 4+ 17! =1 1
Ds ds? ™ ds ds

Die geoddtische Kriimmung der Kurve c ist durch:

N =

k=| g;N'N’

Eine geoddtische Linie auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine Kurve, auf der sich die
absolute Ableitung der Tangentialvektoren nicht dndert.

DT:()
Dt

d’q' i dq"dq"
— 1 + I‘ — 1
di* "ode  dt
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Dies ist die Differenzialgleichung der geoddtischen Linien. Man kann zeigen, dass jede
Verbindungskurve zweier Punkte in der betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeit, deren Léinge ein
Extremwert annimmt, eine geoddtische Linie ist. Die Lésung obiger Differenzialgleichung erfiillt diese
Eigenschaft.

In physikalischen Anwendungen ist t die Zeit. Die Geschwindigkeit ist tangential zur Kurve. Dies ist
nun auch fiir die Riemannschen Mannigfaltigkeiten definiert, obwohl man keinen Ortsvektor hat,

dq
t

sondern nur Ortskoordinaten. v'= sind die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors. Bei der

Beschleunigung @ geht es um die Anderung der Geschwindigkeit, und dies ist die absolute Anderung
des Geschwindigkeitsvektors:

i d’q' i dq" dq"
e -+ r « —= . —2
a de’ i dt dt

Damit kann man Bewegungsgleichungen aufstellen, analog zum Newtonschen Aktionsprinzip:

m-a' = F'

Das F' ist allerdings nicht die Gravitationskraft, weil diese durch die Feldgleichungen beschrieben
wird. Wirkt aber nur die Gravitation, dann ist F'=0 , und die Kérper werden sich auf geoddtischen
Bahnen bewegen. Hier handelt es sich um beschleunigungsfreie Bahnen. Die Feldgleichungen ergeben
eine vierdimensionale Raumzeit. Dort bewegen sich die Massen auf beschleunigungsfreien Bahnen.
(Aquivalenzprinzip: Im freien Fall, nur unter Einwirkung der Gravitation, kann man nicht
unterscheiden, ob man schwerelos im Gravitationsfeld frei fdllt oder ohne Einwirkung der Gravitation
schwerelos ist.)

Beispiel fiir eine Raumkriimmung am Pulsar PSR J0348+0432 (dpa/Max-Planck-Institut fiir Radioastronomie, Bonn),
Quelle:https://www.deutschlandfunk.de/media/thumbs/b/bbc8ba3f01e9f3743a27576e82edb583vl max 755x425 b35
35db83dc50e27c1bb1392364c95a2.jpg?key=ea742c

Beispiel: Die Kriimmung eines Weges wird im Skript iiber die kovariante Ableitung des
Hauptnormalen Vektorfeldes an eine Kurve, die nach der Bogenldnge parametrisiert ist, definiert, und

2

mittels xk={ g;N ‘N’ berechnet.
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X . 2 i . m n
Dabei sind die N fiir eine Kurve: ¢ = (q'(s), q°(s), ¢*(s)) durch N' = ‘Z—Z + ri”"{d—qsdd—z
s

gegeben.

Nimmt man den metrischen Tensor in Kugelkoordinaten (ql, q’, q3) =(r,8, )

1 0
(Gom) = 0 r* 0
0 0

erhdlt man fiir die Krimmung;:

| =

k= N'N'+r’N*N’#r’sin®@-N°N3 | 2

Fiir die Berechnung der N' benutzt man die Christoffelsymbole auf Seite 70 des Skripts:

I_‘}l F:z r:; 0 0 0
F:lu F;1 F::. = @ =-r @ :
BT E. 0 0 -—rsin @

r: r r 0 l— rrrr 1] I;
u 1z 13 r un 12 3 r
B . 5 s T ‘P, B = 0 cotf
= BB a ) i ) 1 coth 0

Hl== 2

—sin @ cosf

Nimmt man die Koordinaten eines GroRBkreises parametrisiert durch die Bogenldnge s:

(ql,qz,q3)=(r,$, ) , so sieht man, dass N*=N>=0 ist. Fiir N' bleibt nur N'=T, ddq ddq
s

8

also N'=—r - 1.
r

N |-

= —% iibrig. Damit ist die Kriimmung gegeben durch:

1
K=(r—2)2 —1'
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DS and R. Gendler-

Hubble’s M31 mosaic image, taken by the Panchromatic Hubble Andromeda Treasury (PHAT) program, is shown in context with a ground-based
image of the entire galaxy. Despite the size of Hubble’s massive mosaic, it does not span even half of the galaxy. NASA, ESA and Z. Levay
(STScI/AURA); PHAT Mosaic: NASA, ESA, J. Dalcanton, B.F. Williams, L.C. Johnson (University of Washington), the PHAT team and R. Gendler;
Ground-based Background Image of M31 (c) 2008 R. Gendler, used with permission
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5.3.2 Parallele Vektoren

Ein Vektorfeld, bei dem die absolute Ableitung entlang einer Kurve 0 ist, nennt man Parallelfeld.

Dd' _
Dt

Man spricht auch von einer Parallelverschiebung eines Vektors entlang einer Kurve oder einem

Paralleltransport. An jedem Punkt der Kurve c hat der parallel verschobene Vektor immer dieselbe

Léinge: i| il = i(aia.) _dd 44 _ Dd o+ Da,
dt dt '

An jedem Punkt der Kurve c schlieien zwei parallel verschobene Vektoren denselben Winkel ein:

: i .db, i Db,
%(a’bi) = ij—ct]bi + a’Tt’ = %—ct]ai + a’Ft’ = 0 . Also ist das Skalarprodukt ebenfalls
konstant und damit mit dem Ergebnis von oben ergibt sich, dass der Winkel ebenfalls konstant ist.

Bei geoddtischen Linien ist der Tangentialvektor ein parallel verschobener Vektor. Ldngs einer
geoddtischen Linie hat ein parallel verschobener Vektor immer denselben Winkel zum Tangentialvektor.

Die Anderungen der Vektorkomponenten d' bei Parallelentransport um Ot ergibt sich durch:

: : dg’
oa ~ —Tia - = - ot
a ~ 4 g

Man kann auch die Anderung der Vektorkomponente a' ldngs einer geschlossenen Kurve berechnen.
Die geschlossene Kurve ist dann durch Geoddten gegeben, die einen Startpunkt A mit B und B mit C
verbinden. Dartiber hinaus gelangt man auch iiber Geoddten, die A mit D und D mit C verbinden, zum
selben Punkt C auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Anderung der Vektorkomponenten entlang
der unterschiedlichen Wege ergibt sich dann zu:

i 1
da ~ —Rfjkalsil . Ziz - ot' - ot
t t

Zitat: Wenn du ein gliickliches Leben willst, verbinde es mit einem Ziel — nicht aber mit Menschen
oder Dingen.*

24 Albert Einstein
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3
Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_transport

Die Abbildung zeigt einen Parallelentransport eines Vektors von Punkt A nach Punkt B iliber Punkt N
zurlick nach Punkt A auf der Kugeloberfldche entlang GroBkreise. Wie man sieht, bildet der Vektor
nach dem Parallelentransport einen Winkel von 90° zum Startvektor. Die Geoddten auf der Kugel sind
die GroBkreise, also Aquator und Meridiane.

Zitat: Logik bringt dich von A nach B. Deine Fantasie bringt dich iiberall hin.”

Zitat: Der Sinn des Lebens besteht nicht darin, ein erfolgreicher Mensch zu sein, sondern ein’
wertvoller.

25 Albert Einstein
26 Albert Einstein
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Ein simuliertes Schwarzes Loch von 10 Sonnenmassen vor MilchstraBenhintergrund aus 600km Abstand gesehen
(horizontaler Offnungswinkel der Kamera: 90°) Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/Black hole
Lizenz: Creative Commons Attribution-Share Alike 2.5 Generic

https://science.nasa.gov/image-detail/amf-pia07806/, Rhea Transits Saturn
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Tell II: Die Physik der
Feldgleichungen oder der Energie-
Impuls-Tensor

Zitat: Freude am Schauen und Begreifen ist die schonste Gabe der Natur.”’

27 Albert Einstein
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Kapitel I: Physikalische Grundlagen der Allgemeinen Relativitatstheorie

1.1 Die Feldgleichung der Gravitation klassisch

Ausgangspunkt der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist die Spezielle Relativitdtstheorie, in der jedes
Labor, das sich mit gleichformiger geradliniger Geschwindigkeit — also krdftefrei — bewegt,
gleichberechtigt ist, d. h. die physikalischen Gesetze sind in jedem dieser Labore gleich. Die Labore
nennt Einstein Inertialsysteme. Die Allgemeine Relativitditstheorie beschdiftigt sich mit einem Labor,
das sich unter Einwirkung einer Kraft beschleunigt bewegt.

Wir beschdftigen uns zuerst mit Laboren, die sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft
beschleunigt bewegen. Nach der Newtonschen Gravitationstheorie ist Kraft eine GrolSe, die sich als
Produkt von Masse und Beschleunigung mit der Gravitationskonstanten G darstellen Idsst.

[y,

2
r

F, =G

Dies fiihrt dazu, dass die Gravitationskraft als Beschleunigungsfeld dargestellt werden kann, das — bei
einer gegebenen Masse — radial zum Massenzentrum ausgerichtet ist.

I

2
r

a; = mit r = R

Die Massen werden kugelférmig mit homogener Massenverteilung angenommen, sodass das
Massenzentrum im Mittelpunkt der Kugel liegt. Die Beschleunigung nach obiger Formel gilt fiir
Objekte auBlerhalb der Massenkugel. Der wesentliche Unterschied zwischen der Newtonschen
Gravitationstheorie und der Gravitationstheorie Einsteins ist, dass die Beschleunigung, die
physikalisch iiber Raum und Zeit berechnet wird, als eine geometrische Grdlse der Raumzeit gegeben
ist, die durch die Anwesenheit von Massen hervorgerufen wird.

Das Gravitationspotenzial ist eine skalare GrolSe, die angibt, welche Arbeit man aufwenden muss, um
einen Korper der Testmasse m radial aus dem Gravitationsfeld einer Masse m, zu bewegen:

d(r,) = fG-E;dr = ¢ g r, > R
ro r rO
®(r) = ¢ fir r = R; €, = —@,

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung p(r) gilt die Feldgleichung der Gravitation:
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diva(r) = —4% - pi - G - p(r)

Dabei ist das Beschleunigungsfeld a(r) das Gradientenfeld eines skalaren Feldes ®(r) , das iiber

das Gravitationspotenzial ®(r) = —G% gegeben ist.
Es gilt also mit grad®(r) = G'2m-é'r :
r

diva(r) = divgrad ®(r)
oder mit dem Laplaceoperator A =div grad :
A®(r)

Die Herleitung fiir die Newtonsche Feldgleichung der Gravitation beruht auf dem Gaufsschen
Integralsatz. Aus Kapitel 2.4 wissen wir:

J;‘:f div grad® (r) = _!1": grad ®(r) - d-f

Die Vekioren df und grad®(r) sind parallel. Deshalb ist grad®(r) - df an der
Kugeloberfléche konstant und man erhdlt:

ﬂ grad®(r) - d_f =47 - R - k
ov

Die Konstante k ist dabei gleich der Linge des Vektors grad ® (r) an der Kugeloberfldche. Dies

entspricht der Beschleunigung an der Kugeloberfldche: k = G % und damit folgt:
ff grad®(r) - df = 4x - Gm
ov

Aus dieser Beziehung folgt die Poisson-Gleichung

.[” dngrad(I)(r) = 4 - Gm oder
v

A®(r) = 47xGp(r) .
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lim Am(r)
AVs0 A V( r)
als Newtonsche Feldgleichung der Gravitation angegeben.

Wir hatten schon die Differenzialoperatoren in allgemeinen Koordinaten behandelt:

(grad 1), = V4 = A = g_/l,
q

+ I‘::jvj

Dabei haben wir p(r) = ausgenutzt. Die Poisson-Gleichung wird normalerweise

ov'
oq

divv = Vivl = Vlli =

A=V .V,
Damit hat die Poisson-Gleichung in allgemeinen Koordinaten die Form:
A® = V. V,® = 4a2Gp
Eine Verallgemeinerung erhdlt man, wenn man die rechte Seite der Gleichung durch eine Funktion f
ersetzt:

A® =V, - Vo =f

Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sir Isaac Newton by Sir Godfrey Kneller, Bt.jpg#/media/
File:Sir Isaac Newton 1702.jpg
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1.1.1 Beschleunigung im Innern der Erde

Eine interessante Anwendung der Feldgleichungen der Gravitation gemdlS Newton ergibt sich aus
folgendem Gedankenexperiment: Wiirden wir ein Bohrloch quer durch die Erde bohren, dann wiirde
eine Eisenkugel auch mitten durch die Erde fallen. Allerdings gilt in diesem Fall nicht mehr das
Newtonsche Gravitationsgesetz in der obigen Form.

Um eine entsprechende Aussage liber das Beschleunigungsfeld im Inneren der homogenen
kugelférmigen Massen herzuleiten, kénnen wir die Masse der Erde in Abhdngigkeit von der Position
des frei fallenden Korpers T in zwei Bereiche einteilen, eine Kugel mit Radius r < Rgue und den
AuBenbereich dieser inneren Kugel mit r < r' < Req.. Man kann zeigen, dass der Aullenbereich keinen
Beitrag zur Beschleunigung liefert®®. Genauer gilt:

Auf Massenpunkte im Inneren einer Hohlkugel mit einer homogenen Massenverteilung wirken
keine Kridfte.

AuBerhalb einer Massenverteilung wirkt die Gravitationskraft immer so, als wdre die gesamte Masse
im Massenmittelpunkt konzentriert.

5@
Bohrloch

Teilchen

28 Siehe: http://wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/krm-2008-2009/node19.htmI#SECTION00572500000000000000
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Abbildung: Teilchen bewegt sich unter dem Einfluss der Gravitation durch die Erde, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen,
gemeinfrei

Deshalb ist die Beschleunigung an der Oberfldche der inneren Kugel:

a — G . mInnen
GInnen ~— 2

r

An der Erdoberfldche haben wir laut Gravitationsgesetz eine Beschleunigung von:

— G . mErde
aErde 2
R
Berechnet man das Verhdltnis beider Beschleunigungen, so erhalten wir:
G- mErde
a 2 M 2
Erde __ R — Erde r
- - 2
aIrmen G‘ mInnen mInnen R
2
r
Da wir eine homogene Massenverteilung angenommen haben, ergibt sich fiir mErdezger3 - P

und fiir mInnen:§Hr3 - p , p ist die konstante Massendichte der Erde. Setzt man dies in die

Gleichung von oben ein, so liefert das:

aErde — R

aInnen r

r

a - a
Innen Erde
R

-

> . r
bzw. Aimnen = ~AErge E
Die Beschleunigung zeigt immer in die umgekehrte Richtung des Ortsvektors T , was das negative
Vorzeichen in der Vektorgleichung erkldrt. Es handelt sich um ein lineares Kraftgesetz und entspricht

deshalb einer harmonischen Schwingung. Dies bedeutet, dass sich im Idealfall die durch das Bohrloch
fallende Eisenkugel hin und her bewegt.
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1.2 Die Postulate der Allgemeinen Relativitéitstheorie

Mit KS sollen beliebige Bezugssysteme bezeichnet werden, die im Allgemeinen beschleunigt sind und
krummlinige Koordinaten besitzen. Ein Ansatzpunkt fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie oder die
Verallgemeinerung der Newtonschen Feldgleichung der Gravitation ergibt sich aus den Maxwell
Gleichungen, die kovariant unter Lorentztransformationen sind.

Wirkt eine Kraft auf eine Masse, dann wird sich der Bewegungszustand der Masse dndern. Die
Anderung des Bewegungszustandes — der Geschwindigkeit — wird zeitlich gesehen langsamer sein, je
grofser die Masse ist, wenn die Kraft konstant gehalten wird. Man nennt diese Verhalten von Massen
beziiglich konstanter Krdfte, die auf sie wirken und den Bewegungszustand dndern, auch das Verhalten
einer trdgen Masse. In der Newtonschen Mechanik gilt:

m, - g, = m,-g, , falls die Kraft konstant ist.

1

Damit erhdlt man:

m, _ 9

mtz gl

Je groler die Masse m, bezogen auf m, ist, umso grofSer ist die Beschleunigung der kleineren
Masse m, gegeniiber der groleren Masse m, . Das Beschleunigungsverhdltnis verhdlt sich
umgekehrt proportional zum Masseverhdltnis.

Lésst man unterschiedliche Korper mit unterschiedlichen Massen reibungsfrei an der Erdoberfldche
senkrecht herunterfallen, dann fallen beide Korper gleich schnell unabhdngig von ihren trdgen
Massen. Die Beschleunigung beider Kérper ist also gleich, und damit gilt fiir die Krdfte:

Fi=g -m, und F, = gm . Physikalisch kann man die beiden Krdfte F, und F, tiber

eine Federwaage messen. Dann hatman F, = m - a und F, = m, - a . Die beiden Massen

51

m,,,m,, nennt man schwere Massen. Bildet man das Verhdltnis beider Gleichungen, erhdlt man:

sl

F, m, mg
FZ - m t, B m S,
. . o e, e . . m[ . .
Die allgemeine Relativitdtstheorie geht davon aus, dass immer — = 1 gilt oder dass die schwere
m

N

Masse gleich der trdgen Masse ist.

Annahme 1: Schwere Masse ist gleich trdger Masse.
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Das ndchste Gedankenexperiment geht auf Einstein zuriick. Einstein wdhlte als Bezugssysteme
Fabhrstiihle. Im ersten Fall ruht der Fahrstuhl im Gravitationsfeld. Das Gewicht eines Objektes im
Fahrstuhl wird mit einer Waage gemessen. Die Fallbeschleunigung des Fahrstuhls sei eine konstante
Grofse g. Dasselbe Gewicht wird die Waage aber auch dann anzeigen, wenn der Fahrstuhl im
gravitationsfreien Raum mit konstanter Beschleunigung g seine Geschwindigkeit dndert.

Befindet sich der Fahrstuhl in einem Gravitationsfeld im freien Fall, dann wird die Waage kein
Gewicht fiir das Objekt im Fahrstuhl anzeigen. Dies kann wie folgt hergeleitet werden:

Hat ein Objekt mit der Masse m, im Fahrstuhl die Koordinate y' , dann dndert sich diese

Koordinate fiir einen Beobachter im Fahrstuhl nicht, wenn der Fahrstuhl im freien Fall ist. Ein aulsen

stehender Beobachter ermittelt allerdings fiir diese Koordinaten den Wert: y=y ’+% gt’ . Hier ist g

die Fallbeschleunigung, die wir als konstant voraussetzen. Bildet man die zweite Ableitung nach der
Zeit, so erhdlt man die entsprechende Gleichung fiir die Beschleunigungen, die der dulsere Beobachter
messen kann: y=y'+g .

Dies liefert folgen Gleichung fiir die Kraft: m,y=m,y'+m.g . Da die y Koordinate die Anderung
des Ortes beziiglich des ruhenden Beobachters ist, ermittelt dieser fiir die Beschleunigung y=g .
Setzt man das in die Kraftgleichung ein, so ergibt das: m,g=m,y'+m,g oder (m,—m,)g=m,j"
Da nach Annahme 1 schwere Masse gleich trdger Masse ist, erhdlt man:

my' =0 ,oder y' = 0 .

Dasselbe gilt aber auch fiir einen mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Fahrstuhl im
gravitationsfreien Raum.

Diese Annahme, dass die schwere Masse gleich der trdgen Masse ist, ist fiir die Allgemeine
Relativitditstheorie eine zentrale Forderung. Deshalb versucht man auch, mit immer besseren
Messmethoden diese Annahme zu bestdtigen.” So hat man in letzter Zeit iiber ein Satellitenexperiment
bestdtigen kénnen, dass die Gravitationsbeschleunigung auf unterschiedliche Massen mit einer
Genauigkeit von 10™'* gleich ist. Allerdings gibt es in der Quantenphysik Prozesse, fiir die dieses
Prinzip nicht gilt. Das scheint auch eine grundlegende Hiirde zu sein, um die Gravitationskraft mit den
anderen Krdften in der Quantenphysik einheitlich darzustellen. Deshalb suchen die Physiker weiter, ob
es nicht doch Verletzungen der 1. Annahme Einsteins im kleinsten Bereich geben kann.

Annahme 2: Ein ruhendes System im Gravitationsfeld ist dasselbe wie ein beschleunigtes System im
gravitationsfreien Raum.

Einstein ging aber noch weiter und erweiterte die 2. Annahme zum starken Aquivalenzprinzip:
In einem kleinen Labor, dass in einem Gravitationsfeld frei fdllt, sind die Gesetze der Physik

dieselben wie in einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt.

29 Siehe: https://www.deutschlandfunk.de/einstein-auf-dem-pruefstand-aequivalenz-von-schwerer-und.676.de.html?

dram:article id=321529
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1.2.1 Beispiele frei fallender Bezugssysteme

Als Beispiel fiir ein Labor, das im Gravitationsfeld frei fdllt, kénnen wir die Internationale
Raumstation ISS nehmen. Da sie keine Eigenrotation besitzt, fdllt sie frei im Gravitationsfeld der Erde.
Aber warum fillt sie nicht herunter? Weil es sich bei der Bewegung um eine Kreisbewegung um die
Erde handelt. Dabei tritt eine konstante Geschwindigkeitskomponente auf, die die ISS gleichformig und
geradlinig von der Erde entfernen wiirde, falls es keine Gravitationskraft gdbe. Die Internationale
Raumstation fdllt also in kleinen Zeitintervallen At um den gleichen Betrag auf die Erde zu, wie sie
sich von der Erde entfernt. Damit kann man die Geschwindigkeit der Raumstation berechnen.

-5

Abbildung: Die ISS im Punkt A bewegt sich ohne den Einfluss der Gravitationskraft nach Punkt C und mit Einfluss der
Gravitationskraft nach D, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Ist R der Radius der Kreisbahn der ISS um die Erde. Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras:
(R*AR) = R* + (v-At)) & R + 2:R-AR + (AR} = R + (v-At)?

1

Dabei muss AR = Eg’SS - At>  gelten, wobei g;ss die Erdbeschleunigung in der Flughdhe h
GM G-M

der ISS ist, die man nach Newton wie folgt ausrechnen kann: g, = ke = Zde | Die
(RErde+h) R

Gleichung von oben ergibt dann unter Vernachldssigung des Terms (AR)® die Nédherung:
2:R - AR = (v-At)?

oder
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2'R - %g,ss CAt? = viEAL?

oder

G.MErde 2
TR T

oder

( G'MErde ) = v

N | =

R

Ein Labor, das sich in einem Flugzeug befindet, kann man ebenfalls benutzen, wenn der Pilot die
Maschinen ausstellt. Dies nutzt man bei Parabelfliigen aus, um die Schwerelosigkeit zu erzeugen.
Dabei erreicht der Pilot eine gewisse Starthohe und schaltet danach die Motoren ab. Vernachldssigt
man entsprechende Reibungskrdfte, so befindet sich das Flugzeug ebenfalls im freien Fall. Die
Flugbahn entspricht dann ndherungsweise einer parabelférmigen Bahn.

Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Das Labor muss deshalb klein sein, weil die Gravitation nicht homogen ist. Ein Gravitationsfeld ist
nichts anderes als ein Beschleunigungsfeld. Allerdings nimmt die Stdrke des Gravitationsfeldes mit dem
Quadrat des Abstandes ab. Ndhert man sich der Masse, die das Gravitationsfeld erzeugt, dann kénnen
bei geringen Abstandsidnderungen sehr starke Unterschiede in der Beschleunigung auftreten. Man
spricht in diesem Fall von Gezeitenkrdften, die dann auch in einem Labor wirksam werden kénnen. So
werden fiir einen Beobachter, der sich mit seinem Fahrstuhl im freien Fall auf ein Schwarzes Loch
befindet, die Gezeitenkrdfte immer stdrker werden, die sich dann auch auf ihn selbst auswirken. Sein
Fahrstuhl und alles, was sich in ihm befindet, wird in die Léinge gezogen oder zu Spaghetti gemacht.

Aullerdem sieht man, dass in einem Gravitationsfeld das Licht abgelenkt wird. Wird ein Lichtstrahl im
frei fallenden Fahrstuhl waagerecht zum Fahrstuhlboden gesendet, so dndert er im Fahrstuhl seine
Hoéhe zum Boden nicht und verlduft geradlinig. Ein Beobachter, der von aulserhalb des Fahrstuhls
denselben Vorgang sieht, wird zu dem Ergebnis kommen, dass der Lichtstrahl eine krummlinige Bahn
hat, weil sich in seinem unbewegten Bezugssystem die Hohe des Lichtstrahls zur Waagerechten
abnimmt (Siehe Abbildung).
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Quelle: Skript zur Vorlesung von Apl. Prof. Jorg Main. Bearbeitung von Sebastian Boblest, vorliufige Version SS 2011

Die zweite Annahme Einsteins bezieht sich auf ein Koordinatensystem im Labor. In einem lokalen
Bezugssystem laufen alle Vorgdnge so ab, als sei keine Gravitation vorhanden. Die Transformation von
einem lokalen Bezugssystem, in dem die Gesetze der speziellen Relativitditstheorie gelten, in ein
beliebiges Bezugssystem KS fiihrt auf Gesetze der Gravitation. Es handelt sich bei dem lokalen
Bezugssystem aber nicht um ein Koordinatensystem, das den vierdimensionalen Euklidischen Raum
beschreibt. Einstein hat mit der Speziellen Relativitdtstheorie zeigen kénnen, dass unter der
Voraussetzung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem die Gesetze der
Zeitdilatation und Ldngenkontraktion fiir gleichférmig bewegte Objekte gelten. Dies entspricht nicht
dem vierdimensionalen Euklidischen Raum, aber einem Raum, der flach ist, also einen konstanten
Metriktensor aufweist. Man nennt diesen Raum den Minkowskiraum.

Der Metriktensor wird normalerweise als Anderung der Bogenlinge entlang einer Kurve c
beschrieben. Wir hatten dafiir schon den Ausdruck:

ds’ = gi - dqi . dqj

in allgemeinen Koordinaten hergeleitet. Die Koordinaten im Minkowskiraum sind gegeben durch:

(x',x,y,z)=(—ct,x,y,z) oder (x',x,y,z)=(ct,—x,—y,—z) , wobei t die
Zeitkoordinate ist, ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet und x, y, z den rdumlichen Koordinaten in
kartesischen Koordinatensystem entsprechen. Wir wollen deshalb zundichst physikalische Ereignisse im
Minkowskiraum betrachten, der als lokales Bezugssystem fiir das Labor genommen wird, von dem
Einstein in seiner zweiten Annahme ausgeht.
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NASA's Mars Perseverance rover acquired this image using its onboard Left Navigation Camera (Navcam). The camera
is located high on the rover's mast and aids in driving. This image was acquired on May 6, 2024 (Sol 1141) at the local
mean solar time of 14:55:11. Image Credit: NASA/JPL-Caltech
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Kapitel Il: Der Minkowskiraum und die Spezielle Relativitédtstheorie

2.1 Der Minkowskiraum

Wir wollen zuerst einen Raum behandeln, der uns zu den Gesetzen der Speziellen Relativitdtstheorie
fiihrt. Er hat in jedem Punkt eine konstante Metrik und ist deshalb ein flacher Raum. Die Metrik wird
liber das Wegelement beschrieben, weil es die Informationen des Metriktensors enthdlt. Es gibt zwei
Versionen fiir das Wegelement. Die Version, die wir hier wdhlen, hat die Signatur {1, -1, -1, -1}. Die
andere Signatur {-1, 1, 1, 1} fiihrt dann zu dquivalenten Aussagen. Fiir die Anderung des Wegelementes
im Minkowskiraum gilt dann:

ds’ =dv> — dx> —dy 2 — dz°

Damit erhdlt man fiir den Metriktensor:

1 0 0 O -1 0 0 O
0 -1 0 O 0 1 .0 O
, oder
0O 0 -1 0 0 010
0O 0 0 -1 0 0 0 1
wenn man ds’ = —d7® + dx® + dy® + dz® setzt Die Koordinaten sind

(‘L’, X,y, Z) . Man setzt T=c-t mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ als Konstante, dann hat man
folgende Metrik:

ds’=c’dt*— dx’—dy’—dz° .

Der Metriktensor ist dann:

¢ 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Da der Metriktensor eine Diagonalmatrix ist, stehen die Basisvektoren des Minkowskiraums alle
senkrecht aufeinander. Wir kénnen uns den Minkowskiraum also als kartesisches Koordinatensystem
vorstellen. Allerdings ist die Ldnge der Vektoren nicht positiv. Man bezeichnet dies als Pseudometrik.
Verwendet man den physikalischen Begriff der Geschwindigkeit, so, wie er in kartesischen Koordinaten
definiert ist, so erhdlt man mit
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, _ dx’+dy’+dz
v = 2
dt

v:iodt?=dx®+dy® + dz°’
ds® = c?dt’ —dx® —dy® — dz? = c? - dt® — vZidt’
oder

Abbildung: Minkowskiraum mit Lichtkegel, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Ist v < ¢ dann ist ds’ positiv. Diese Punkte oder physikalischen Ereignisse liegen innerhalb des
2

. . Lo, . S \4 2 o
Lichtkegels und man nennt sie zeitartig, weil dann durch —- = |1——| - dt” eine zeitliche

c C
GrolSe definiert ist.
Ist v > ¢, was physikalisch nicht moglich ist, dann liegen die Punkte oder Ereignisse im
Minkowskiraum aullerhalb des Lichtkegels. Wir nennen diese Punkte dann raumartig, weil wir fiir sie
kein sinnvolles physikalisches Ereignis definieren konnen. Gemdl$ der Metrik im Minkowskiraum wdire
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2

ds
dann ds® negativ, und die entsprechend zeitliche Gréfse — =

(o

V2
1-=
c

2. )
- dt” widre dann negativ.

Die Zeit wiirde also riickwdirts laufen.

Ist v = ¢, dann liegen die Punkte im Minkowskiraum auf der Oberfldche des Lichtkegels. Hier
verschwindet die zeitliche Grose dt . Man nennt diese Punkte auch lichtartig, weil sie physikalischen
Ereignissen entsprechen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

2.2 Kurven im Minkowskiraum

vV=cC

Abbildung 1: Von Maschen Eigenes Werk, Gemeinfrei, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18216651

Es soll im folgenden im Minkowskiraum das Koordinatensystem X eines ruhenden Beobachters mit
dem Koordinatensystem X' eines bewegten Beobachters verglichen werden, der sich mit
gleichformiger Geschwindigkeit v in Richtung des ruhenden Beobachters bewegt. Da die
Geschwindigkeit gleichférmig ist, dndern sich die Richtung und der Betrag der Geschwindigkeit nicht.
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Wir konnen also annehmen, dass die Bewegung des Inertialsystems X' entlang der x-Achse im
Minkowskiraum stattfindet. Fiir das Linienelement ergibt sich: ds’=c’-dt’—dx’ . Hier handelt es
sich um den beziiglich der Minkowskimetrik modifizierten Satz des Pythagoras. Die Abbildung zeigt,
wie sich das Koordinatensystem des bewegten Beobachters im Minkowskiraum verdndert. Die
Abbildung zeigt dariiber hinaus, dass bewegte Inertialsysteme im Minkowskiraum schiefwinklige
Koordinatenlinien haben. Diese Koordinatenlinien entstehen durch Drehungen im Minkowskiraum. Um
dies einzusehen, untersucht man die Eigenschaften einer Drehung im Euklidischen Raum:

2 1 . 2
X" = y-sina + y-cosa
[Al=(X)"+ (¥)? = ( ylcosa—y'sina )* + (y'sina+y-cosa)® = (y') *+(y*)*

Der metrische Tensor bleibt in beiden Koordinatensystemen unverdndert:

o) = ¢ 9|

0 1

Die Rotation im Euklidischen Raum kann man auch durch folgende Matrix beschreiben:

1 1

_ cosa —sina y
x> sina cosa y
Drehen wir das Koordinatensystem wieder liber  —a zuriick, so erhalten wir wieder das
Ausgangssystem.
cosa —sina
Vergleicht man die beiden Transformationen Ra = ) und
SiIna Ccosa

cosa sina
R_O{ = ( so stellt man fest, dass die Zeilen in R, die Spalten von

—sina cos«a
R, sind. Man nennt eine solche Matrix die transponierte Matrix R! . R., ist also die

a

T
Umkehrmatrix zu R, . Esgilt: R, © R, = E . Das ist auch die Gleichung, iiber die die
orthogonalen Transformationen definiert sind. Zusammengefasst kénnen wir die Eigenschaft der
Rotation in folgender Gleichung beschreiben:

R (gm) © R* = (gun)

Natiirlich ist in der obigen Gleichung g,, die Einheitsmatrix, weil es sich um den Metriktensor des

Euklidischen Raum handelt. Wir wollen nun nach Transformationen im Minkowskiraum suchen, die
dieselben  Eigenschaften =~ wie  die  Drehungen  im  Euklidischen = Raum  haben:
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T
R o (gnm) o R = (gnm) . Hier ist (gnm) allerdings der metrische Tensor im
Minkowskiraum. Dazu machen wir folgenden Ansatz:

o) () )=o) ()= o e )=t
Dies liefert:

a—b" =1 cosh’(®) — sinh’*(®) =

d’—c* =1 cosh’(®) — sinh’(®) =

bd—ac= 0

Zu den Gleichungen rechts stehen die analogen Gleichungen der hyperbolischen Winkelfunktionen.
Damit erhalten wir fiir die Drehmatrix im Minkowskiraum:

cosh(®) sinh(®)

R = sinh(w) cosh(®)

Wie man in der Abbildung 1 sieht, entsteht das Koordinatensystem des bewegten Beobachters im
Minkowskiraum durch Drehung um den hyperbolischen Winkel ®. Im blauen — den zeitartigen — und
im weillen — den raumartigen — Bereich sind die hyperbolischen Koordinatenlinien zu sehen. Wird die
Geschwindigkeit des Inertialsystems immer gréer werden, so werden sich die Koordinatenachsen des
bewegten Beobachters im Minkowskiraum immer mehr der Winkelhalbierenden dem Ereignishorizont
ndhern.

Eine gleichférmige Bewegung im zweidimensionalen Minkowskiraum ist also eine Gerade mit einem
Steigungsfaktor grdlser 1 im zeitartigen Bereich und einem Steigungsfaktor kleiner 1 im raumartigen
Bereich. Um die Linien besser zeichnen zu koénnen, setzen wir wieder c¢=1. Damit ergibt sich die
Koordinatenlinie t' (blaue Gerade, Abbildung 2) fiir ein Inertialsystem, dass sich mit der
Geschwindigkeit v gleichformig bewegt. Die x' Koordinatenlinie erhdlt man dann durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden (v=c) . Da wo die blaue Koordinatenachse t' die roten
Hyperbeln im zeitartigen Bereich (hellgriiner Bereich) schneiden, ist die Geschwindigkeit konstant. Wie
oben gezeigt wurde, entstehen die blauen Geraden — die Koordinatenlinien der Inertialsysteme — durch
eine Drehung im Minkowskiraum.

Geraden im raumartigen Bereich wiirden gleichféormigen Bewegungen mit Uberlichtgeschwindigkeit

bedeuten, was physikalisch keinen Sinn ergibt, weil die Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem
konstant ist.
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Abbildung 2: Kurven konstanter Geschwindigkeit und konstanter Beschleunigung im Minkowskiraum, Quelle: Giinter
Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Zitat: Es ist schwieriger, eine vorgefasste Meinung zu zertriimmern als ein Atom.*

30 Albert Einstein
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2.3 Die Spezielle Relativitéitstheorie

2
S

Ist ds’ grofer als 0, dann ist — groBer als 0, und wir kénnen die rechte Seite der Gleichung als
c

zeitliche Ainderung d T° ansehen:

Die zeitliche Gr6Be AT entspricht der Eigenzeit oder der Zeitmessung des bewegten Beobachters,
der sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit v gegeniiber einem dazu relativ ruhenden Beobachter
bewegt. Sie wird auch mit At' bezeichnet. Die zeitliche Gr6B8e At entspricht dann der Eigenzeit
oder der Zeitmessung dieses ruhenden Beobachters.

Muiltipliziert man die Gleichung fiir die Zeitdilatation mit der Lichtgeschwindigkeit, so erhdlt man:

2

1
v: oL
A x 'Z( 1-— ) 2 . AX oder mit der Bogenlinge parametrisiert.

Cc

Dabei entspricht A x der Eigenlinge eines Gegenstandes im ruhendem System und Ax' die
Léinge des Gegenstandes, die der Beobachter im bewegten System misst. Damit erhalten wir folgende
Ergebnisse:

1. Zeitdilatation: Bewegte Uhren laufen langsamer als ruhende Uhren. Der Faktor, um den die Uhr
im bewegten Inertialsystem relativ zum ruhenden Inertialsystem X langsamer lduft ist

V2 2
c

116 /308



Relativititstheorie Version 1.2

2. Ldngenkontraktion: Bewegte Ldngen werden kiirzer gemessen als ruhende Ldngen. Nimmt ein
Beobachter in einem bewegten Inertialsystem X°‘ einen Gegenstand, dessen Ldnge im ruhenden

Inertialsystem X mit der Ldnge LOZAX gemessen wurde, mit auf die Reise, dann wird der

bewegte Beobachter ebenfalls die Ldnge LO =AX messen, weil der Gegenstand in seinem
Inertialsystem in Ruhe ist. Flir den ruhenden Beobachter erscheint der Gegenstand im X Inertialsystem

als bewegter Gegenstand mit der Ldinge L=AXx" . Die Linge L des bewegten Gegenstandes

verkiirzt sich also beziiglich der Ruheldnge L, um
2

<1—§>

Bewegte Ldingen werden kiirzer gemessen als ruhende Lingen. Wird der Gegenstand von bewegten
Beobachter in das System des ruhenden Beobachters geworfen und kommt dort zum Stillstand, dann
misst der ruhende Beobachter die Ldnge des Gegenstandes gréfSer als der bewegte Beobachter.

1
2

Wir kénnen mit Einstein also fiir die Spezielle Relativitdtstheorie folgende Postulate aufstellen:
Postulate der Speziellen Relativitdtstheorie fiir Inertialsysteme:

1. Das Relativitiitsprinzip: «Wird ein Koordinatensystem K so gewdhlt, daB8 in bezug auf dasselbe die
physikalischen Gesetze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten dieselben Gesetze auch in Bezug
auf jedes andere Koordinatensystem K¢ das relativ zu K in gleichférmiger Translationsbewegung
begriffen ist. Dieses Postulat nennen wir ,spezielles Relativititsprinzip“. (Albert Einstein,
ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, Band 49, S. 770, 1916)

2. Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: , Die spezielle Relativitdiitstheorie weicht also von der
klassischen Mechanik nicht nur durch das Relativitiitspostulat ab, sondern allein durch das Postulat
der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, aus welchem im Verein mit dem speziellen
Relativitdtsprinzip die Relativitit der Gleichzeitigkeit sowie die Lorentztransformation und die mit
dieser verkniipften Gesetze iiber das Verhalten bewegter starrer Korper und Uhren in bekannter
Weise folgen.»*!

Folgerung 1: Massenzunahme bewegter Massen

X bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit entlang der x-Achse eines relativ dazu in Ruhe
seienden Koordinatensystem X. Die y‘ und z‘ Koordinaten dndern sich also nicht: y‘=y und x‘=x
Senkrecht zur Bewegungsrichtung entlang der y‘-Koordinatenlinie bewegt sich eine Masse my mit
gleichférmiger Geschwindigkeit vo. Der Impuls gemessen im X System ist:

—_— I —
pP=myV =My —;

Dabei ist my die Masse gemessen im X* Inertialsystem. Im X Inertialsystem dndert sich wegen y‘=y die
Ldnge L nicht. Die Geschwindigkeit V, wird wegen der Zeitdilatation allerdings kleiner ausfallen:

| 2 2
- | |
31 Albert Ein _ L — 1 v L — | 4
YoTT TATTET T —z V' -
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Da der Impuls aber in beiden System gleich groB ist, muss M*V 'O=m-v0 gelten. Dies geht nur,
m,

2
Vv
2

wenn die Masse m sich vergréBert: M=

N |~

1 —
c

Folgerung 2: E = mc?

In der Speziellen Relativitctstheorie ist der Impuls eines Korpers gegeben durch:

m,
pP= R v
_v 2
1 2
C
Nach v aufgeldst erhdlt man:
C.
V= p 1
2 2, 2 2
( cmy+p )
dF . 1
E:J‘Fds:fd—ds:fvdp:f - sz zdp: C4‘m02+p2'C2 2
t J& - mg + p

Folgerung: Ein Korper, der sich in Ruhe p=0 befindet, hat eine Ruheenergie von

2
E=m,- - c.

Die erste Uberpriifung der Speziellen Relativitdtstheorie wurde iiber die Lebenszeit (Eigenzeit) des
Myon experimentell nachgewiesen. Diese Teilchen entstehen durch die kosmische Strahlung in der
oberen Atmosphdre der Erde. Da das Myon nur eine mittlere Lebensdauer von 2,1969811-107¢ s hat,
konnte es auf der Erde nicht nachgewiesen werden, auch wenn es sich mit anndhernd

Lichtgeschwindigkeit bewegt. Der Grund dafiir, dass Myonen auch auf der Erdoberfldche detektiert
werden konnen, liegt in der Zeitdilatation.
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Climbing "Vera Rubin Ridge" provided NASA's Curiosity Mars rover this sweeping vista of the interior and rim of Gale
Crater, including much of the rover's route during its first five-and-a-half years on Mars and features up to about 50
miles (85 kilometers) away.

The scene spans from southwest on the left to northeast on the right, combining 16 side-by-side images taken by the left-
eye, wider-angle-lens camera of Curiosity's Mast Camera (Mastcam). It has been white-balanced so the colors of the
rock materials resemble how they would appear under daytime lighting conditions on Earth.

The component images were taken on Oct. 25, 2017, during the 1,856th Martian day, or sol, of the rover's work on Mars.
At that point, Curiosity had gained 1,073 feet (327 meters) in elevation and driven 10.95 miles (17.63 kilometers) from its
landing site.

Mount Sharp stands about 3 miles (5 kilometers) high in the middle of Gale Crater, which spans 96 miles (154
kilometers) in diameter. Vera Rubin Ridge is on the northwestern flank of lower Mount Sharp. The foreground of this
panorama shows portions of lower Mount Sharp. The middle distance shows the floor of Gale Crater. Most of the
horizon is formed by the crater's rim. The top of the rim is about 1.2 miles (2 kilometers) higher than the rover's position.
On the horizon near the center of the image is a glimpse outside of Gale Crater, to a peak about 50 miles (85 kilometers)
from the rover. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSS
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Kapitel lll: Die klassische Mechanik

3.1 Schwarzschildradius klassisch

Man betrachte eine kugelformige Masseverteilung mit homogener Massendichte p also mit der
4

Masse M = 3 T R’ , wobei R der Radius der Kugel ist. Die Beschleunigung auBerhalb der
Kugel ist dann nach Newton: a(r) = G- M mit r=R . Die Arbeit, um einen Kérper mit Masse
r
m aus dem Gravitationsfeld zu beférdern, ist dann:. Da f G'Z\/f-m dr = G-J\;I-m = - G-]\I;I-m
R r R

die kinetische Energie genauso grol8 sein muss, erhdlt man fiir die Fluchtgeschwindigkeit:

2 _ G-M'm 2 _ 2G-M
‘m-v:. = oder v =

R R

N | —

Fiir lichtartige Punkte im Minkowskiraum gilt v=c. Damit ergibt sich:

ZG;M,oder RS:ZG-ZM
c c

R, =

Rg ist also der Radius des Ereignishorizontes fiir eine kugelformige Masseverteilung mit homogener
Massendichte , . Man nennt diesen Radius auch Schwarzschildradius, weil er von Karl
Schwarzschild” als Losung der Einsteinschen Feldgleichungen gefunden wurde. Wir werden spdter
darauf zuriickkommen. Nach der Formel hat jedes Objekt, das eine Masse besitzt, einen
Ereignishorizont. Bei der Masse unserer Sonne wiirde man fiir den Schwarzschildradius einen
ungefdhren Wert von ca.. 3 km erhalten. In unserem Planetensystem wiirde das Licht ausgehen, wenn
die Masse der Sonne sich in einer Kugel mit ca. 3 km Radius befcinde, oder wenn die Massendichte der
Sonne entsprechend grolS wdire. Flir die Planetenbahnen hditte dies aber keine Auswirkungen.

Stellen wir uns ein Labor vor, dass sich im freien Fall auf ein Objekt befindet, das einen aulserhalb des
Objektes liegenden Schwarzschildradius hat. Im Labor werden in jeder Sekunde (Eigenzeit im Labor)
Lichtimpulse ausgesendet, die ein relativ dazu ruhender Beobachter auf der Erde empfingt. Aufgrund
der Zeitdilatation werden die Lichtimpulse mit immer gréBeren Abstidnden beim ruhenden Beobachter
ankommen. Befindet sich das Labor im Ereignishorizont, so kann der Beobachter auf der Erde nichts
mehr empfangen. Das Labor kann sich aber trotzdem weiter im freien Fall bewegen, wenn das
kugelférmig Objekt mit homogener Masseverteilung einen Radius hat, der wesentlich kleiner als der
Schwarzschildradius ist. Damit wird der Beobachter im Labor sich problemlos durch den
Ereignishorizont auf das Objekt im schwerelosen freien Fall bewegen

32 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Karl Schwarzschild und https://de.wikipedia.org/wiki/Martin _Schwarzschild
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konnen. Die Signale, die er an den Beobachter auf der Erde schickt, werden dort allerdings nie
ankommen.*

2G-M

Die Formel fiir die Fluchtgeschwindigkeit® v’ = R oder v = ( erlaubt

2G-M ) :
R

noch eine weitere Interpretation. Bewegt sich ein Beobachter mit derselben gleichformigen
Geschwindigkeit in einem Inertialsystem im gravitationsfreien Raum, so werden die Uhren dieses

Beobachters in Bezug auf eine Uhr eines ruhenden Beobachters im gravitationsfreien Raum wegen der
2 1

Vv
Zeitdilatation um dem Faktor (1——2) 2 langsamer laufen. Ersetzt man den bewegten Beobachter
c

durch einen ruhenden Beobachter und die Geschwindigkeit des bewegten Beobachters durch die
Fluchtgeschwindigkeit auf einem kugelformigen Planeten mit Radius R, dann wird auch dessen Uhr
gegentiber einem ruhenden Beobachter mit dem Faktor

(1 - 2G-M)§
R-c’
20(r), +
1+ —7)7
C
. : L : G- - M
langsamer gehen. In der zweiten Gleichung steht das Gravitationspotenzial ®(r) = — x ,
das sich durch Integration der Beschleunigung d(r) = G-f\/_l - € ergibt. Man nennt dieses
r

Verhalten der Zeit die gravitative Zeitdilatation. Die Uhren auf dem Mond laufen also schneller als die
Uhren auf der Erde. Und die Uhren auf der Erde laufen schneller als die Uhren auf der Sonne, falls es
solche Uhren dort iiberhaupt geben kann.

Die Quantentheorie postuliert, dass sich Energie nur in kleinsten GréBen cdndern kann. Diese
sprunghaften Anderungen der Energie wird mit dem Planckschen Wirkungsquantum beschrieben. Nach
den physikalischen Gesetzen bedeutet dies aber auch, dass es entsprechenden Grenzen fiir die
Messbarkeit von Lidngen und Zeiten und daraus abgeleitete GrélSen wie Beschleunigung und Frequenz

geben muss. Die kleinste Linge ist die Plancklinge und entspricht dem Wert von 1,616 - 1073 m.

Berechnet man die Energie elektromagnetischer Strahlung, so erhdlt man nach Einstein: E=h-f
oder E=h-w . Multipliziert man die Gleichung mit der Wellenldnge der elektromagnetischen

33 Siehe: Seite 77 Minkowskiraum
34 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/John Michell
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h-c

Strahlung, so erhdlt man A-E=h-A-f=h-c . Aufgeldst: ﬂ:? . Setzt man fir E=m-c’ , so
erhdlt man die Compton-Wellenléinge A. = mLc . Den reduzierten Schwarzschildradius
einer Masse m, kann man iiber g = G .2 m angeben. Multipliziert man mit der Compton-
c
Wellenldnge, so erhdlt man: A, - Fg = G~2m Ao = G-Zm Cho G;h . Fiir die
c c m-c c
Planckldnge setzt man: A.=r¢=l, . Dies liefert die Formel fiir die Plancklinge:
_ [ Gh|>
c

Die Planckldnge ist die kleinste physikalische mogliche Ldnge. Objekte, die eine kleinere Ldnge hitten,
wiirden sofort aus der physikalischen Welt verschwinden — wie ein Schwarzes Loch, dessen Inneres wir
nicht messen kdnnen.

Die kleinste Zeit, die man theoretisch messen kénnte, entspricht dann der Planck-Zeit und hat einen
Wert von 5,391 - 10~#* [s]. Damit erhdlt man iiber die Formel fiir die Lichtgeschwindigkeit c=f-A
fiir die gréBte Frequenz, die man messen konnte. Die Planck-Frequenz hat einen Wert von 1,855 - 1043
[s™]. Fiir die Planck-Beschleunigung erhdlt man einen Wert von 5,56 - 10°1 [ms?].

Wir haben schon den Ereignishorizont fiir ein schweres kugelférmiges Objekt mit homogener
Massenverteilung berechnet. Dabei sind wir davon ausgegangen, dass das Objekt selbst einen
kleineren Radius hat. Nimmt man nun an, dass an der Oberfldche des Objektes die Planck-
Beschleunigung vorliegt, so erhalten wir fiir den Radius des Objektes folgende Abschdtzung nach
Newton:

a _ GM
Planck R2
GM |3
R = ) 2.
aPlanck
. R;-c’
Der Vergleich mit dem Radius fiir den Ereignishorizont R, = 2G2M liefert mit G-M = E2
c

RE * C2
2R’

aPlanck =

Damit erhdlt man fiir die kleinste Ausdehnung eines kugelférmigen Objekts mit homogener
Masseverteilung:
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RE
2a

Grenz —

Planck

e ™2,845:107"°- R, .

Dies ist der kleinste Radius, den ein Schwarzes Loch annehmen kann. Er ist wesentlich kleiner als der
Schwarzschildradius aber doch wesentlich grdlser als die Planckldnge. Ist die Massendichte des
Schwarzen Lochs so bemessen, dass Radien zwischen R,,,, < R =< Ry liegen, dann handelt es

sich um ein Schwarzes Loch. Die minimale Massendichte ergibt sich iiber den Schwarzschildradius
R und die maximale Massendichte aus dem Radius R

Dies entspricht einem Radius von ca. R

Grenz

Die Energie eines Photons berechnet sich zu E=h-f . Dabei ist h das Plancksche
Wirkungsquantum, das den Wert 6,626 070 040 - 10~ Js hat.

Wird ein Lichtstrahl auf ein Objekt gesendet, das eine grolSe Masse besitzt, dann wird sich die Frequenz
des Lichtstrahls erhohen.

«In 1960, R. POUND and G. REBKA, Jr. at Harvard University conducted experiments in which
photons (gamma rays) emitted at the top of a 22.57 m high apparatus were absorbed at the bottom, and
photons emitted at the bottom of the apparatus were absorbed at the top. The experiment showed that
photons which had been emitted at the top had a higher frequency upon reaching the bottom than the
photons which were emitted at the bottom. And photons which were emitted at the bottom had a lower
frequency upon reaching the top than the photons emitted at the top. These results are an important

part of the experimental evidence supporting general relativity theory which predicts the observed
"redshifts" and "blueshifts.»*

Da die Frequenz des Photons héchstens die Planck-Frequenz annehmen kann, ist die maximale Energie
des Photons E=h-f,,,.. - Photonen dndern bei Energieaufnahme nicht ihre Geschwindigkeit, weil
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum die maximale Geschwindigkeit ist, die wir mit physikalischen
Apparaturen messen kénnen. Deshalb erhéht sich die Frequenz des Photons. Wenn ein Photon sich auf
dem Weg auf ein Schwarzes Loch befindet, kann es also als Photon iiberleben, wenn zwischen dem
Ereignishorizont und dem Radius des Schwarzen Lochs noch geniigend Abstand vorhanden ist. Aber
was passiert mit dem Photon, wenn es schon vorher die Grenzfrequenz erreicht hat? Auch hier gibt die
Spezielle Relativitditstheorie eine Antwort:

2
E=m,c

35 Zitiert aus: https://www.leifiphysik.de/quantenphysik/quantenobjekt-photon/versuche/photonen-im-gravitationsfeld
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h ' fPIanck

2
c

:mo

Die maximale Energie eines Photons bei der Planck-Frequenz entspricht einer Ruhemasse von ca.:
_ —7
m,=1,366-10 "kg .

Wenn im Fahrstuhl eine Lichtquelle ist, dann wiirden diese Effekte im freien Fall auf ein Schwarzes
Loch auftreten, wenn die Gezeitenkrdfte entsprechend stark genug sind. Die Stéirke der Gezeitenkrdifte
erhdlt man ndherungsweise liber die Anderungsrate der Gravitationskraft:

dF (R) = i(G szSL MSL32 Ar

dR R R

Masse eines Objektes mit dem Radius Ar und dem Abstand R vom Schwarzen Loch mit der Masse
Ms;. Das Licht auf seinem Weg von der Lichtquelle zum Ende des Fahrstuhls wiirde immer kurzwelliger
werden. Am Ende des Fahrstuhls wiirde es fiir einen Menschen dunkel sein, weil inzwischen durch die
Blauverschiebung  unsichtbares ~ UV-Licht ~ beim  Beobachter = ankommt. = Da  aber
2G - Mg

2
c

. Dabei ist m die

m
) - dR oder F., = G-

R = Ar + ist, zeigt die Formel auch, dass Schwarze Locher mit einem sehr grolSen

2-G - My

Ereignishorizont Ry = ————— geringere Gezeitenkrdfte aufweisen als Schwarze Lécher mit

c
kleinerem Ereignishorizont. Vernachldssigt man Ar « Rs, dann vereinfacht sich die Rechnung zu:
6 2
Fe,, = m-Ar; e = Azr ¢ = Ar-£2 , was zeigt, dass die Gezeitenkrfte nahe
4 - G - My R Ry

des Ereignishorizontes mit dem Quadrat der Masse des Schwarzen Lochs abnimmt. Die Person im
Fahrstuhl kénnte also verstrahlt werden, und die Gezeitenkrdfte konnten sie in Einzelteile zerlegen,
wenn das Schwarze Loch wegen geringer Masse einen kleineren Schwarzschildradius Rs aufweist.

W

On a part of "Vera Rubin Ridge" where rover-team researchers sought to determine whether dust coatings are hiding
rocks' hematite content, the Mast Camera (Mastcam) on NASA's Curiosity Mars rover took this image of a rock surface
that had been brushed with the rover's Dust Removal Tool. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSS

124/ 308



Relativititstheorie Version 1.2

22

Beschleunigungsunterschied pro Meter 5

x
8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Sonnenmassen

Beschleunigungsunterschied pro Meter am Ereignishorizont eines Schwarzen Lochs

Der Breit-Wheeler-Effekt beschreibt, wie sich Licht in Materie umwandeln lIdsst. Durch
Photonenkollision wird ein Elektron-Positron Paar erzeugt. Stuard Mangles, Physiker am Imperial
College London und Kollegen vom Max-Planck-Institut fiir Kernphysik wollen durch eine bestimmte
Versuchsanordnung durch die Kollision zweier Laser Photonen Energie in Materie umwandeln, um
somit den Breit-Wheeler-Effekt experimentell nachzuweisen. Welche Frequenz die Photonen haben
miissen, kann man dann iiber h-f=m-c> berechnen.

Zitat: Ich habe keine besondere Begabung, sondern bin nur leidenschaftlich neugierig.>

36 Albert Einstein
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3.2 Schwarzschilddichte und Ereignishorizont des Universums
2G-M

2
c
Sonnenmasse berechnen. Setzt man die Werte fiir die Sonnenmasse 1,98892-10°kg und die
Gravitationskonstante aus der Abbildung unten ein, so erhdlt man einen Wert von ca. 2950 m oder ca.

drei Kilometer Schwarzschildradius pro Sonnenmasse.

Wir wollen den Schwarzschildradius, also den Radius des Ereignishorizontes Ry = , fiir eine

6000

5000

in Sonnenn

4000

3000

2000

1000

0 of f 1000 2000 3000 4000 5000 5000 7000 8000 9000

Scharzschild Radius in km
~1000

Abbildung: Linearer Zusammenhang zwischen Schwarzschildradius und Sonnenmassen, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen,
gemeinfrei

Folgende Uberlegungen sollen zeigen, dass es auch einen Ereignishorizont gibt, obwohl die
2G - M

Massendichte sehr klein ist. Aus der Formel fiir den Schwarzschildradius Ry = ———— erhdlt
c
man fiir das Schwarzschildvolumen V, = % - R; , oder
3 3
Vv, = 4 T 8-G i M
3 c

Damit ergibt sich fiir die Schwarzschilddichte p, = VK ein Wert von:

m

32 -7-G - M
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Man sieht aus dieser Formel, dass man fiir entsprechende grofle Massen entsprechend geringe
Massendichten p erhlt.

Physikalische Eigenschaften (bezogen auf das
beobachtbare Universum)

Radius > 45 Mrd. Ljl"!

Masse (sichtbar) ca. 1053 kg

Mittlere Dichte ca. 4710730 g/em?
Alter 13,81 0,04 Mrd. Jahrel?!
Anzahl Galaxien ca. 200 Mrd 2!
Temperatur

Hintergrundstrahlung

)
Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Universum

Berechnet man den Schwarzschildradius des sichtbaren Universums aus obigen Daten, so liefert das
einen Wert von ca. 1.5-10°km=1.5-10m , wenn man den Niherungswert von 2-10*kg fiir die
Sonnenmasse nimmt. Damit ist der Ereignishorizont des Universums ca. 1,5856-1010 Lj , das
entspricht ca. 16 Mrd. Lj. Wenn innerhalb dieser Grenze die gesamte sichtbare Materie sein sollte,
dann darf der Ereignishorizont des Universums nicht kleiner sein. Dies wiirde ja bedeuten, dass ein
Teil des sichtbaren Universums aulserhalb des Ereignishorizontes des sichtbaren Universums Idge.

Atome

Dunkle
4,6% Energie
72%
Dunkle
Materie
23%

HEUTE

(9

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Dunkle Materie

In der Abbildung ist zu sehen, dass man heute davon ausgeht, dass das Universum zu ca. 23 % aus
Dunkler Materie und ca. 4 % aus normaler Materie besteht. Das bedeutet, dass ca. 5.75 Mal soviel
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Dunkle Materie wie sichtbare Materie im Universum vorhanden ist. Dadurch erhoht sich die Masse des
Universums um das 6,75-fache der sichtbaren Masse und somit auch das 6,75-fache des soeben
berechneten Radius des Ereignishorizontes. Jetzt ist es liberhaupt erst moglich, dass unser Universum
einen Ereignishorizont haben kann, der gréBer als der geschdtzte Radius unseres Universums ist und
so auch gentigend Platz fiir die sichtbare Materie hat. Die dunkle Materie wurde durch Beobachtung
der Umlaufgeschwindigkeiten von Sternen und Zwerggalaxien in Aulsenbezirken (siehe folgende
Abbildung) von Galaxien entdeckt. Siehe dazu auch https://www.youtube.com/watch ?v=A8bBhkhZtd8.

Eine andere Theorie geht davon aus, dass die Gravitation in Regionen mit wenig Massen
Schwankungen unterlegen ist, die durch die Modifizierte Newtonsche Dynamik®” MOND beschrieben
wird. Dies wére dann auch eine Verbindung zur Quantengravitation, weil dies bedeuten wiirde, dass die
Raumzeit in diesen Regionen wabert.

MOND éndert das Newtonsche Kraftgesetz F = m - azu F = m - a - o(x) , sodass die
Beschleunigung entfernungsabhingig wird. Fiir die entfernungsabhdngig Korrektur werden die

Funktionen o(x) = 1% oder ox)] = —X——  verwendet.
X

1
(1+x 2) 2

s

!rﬂhe wehitet

Hotat .l-JrJ.-._.'Jre-.E'f:fJ.(c'f.rJu'f_-l_nﬂ'r',r'f

T .___b_t:r_'r.-dr net

>

Abstand v Zentrum

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Dunkle_Materie

Wie man sieht, Idsst es sich innerhalb eines Ereignishorizontes recht gut leben, wenn die Massendichte
nicht allzu grof8 ist. Die geschdtzte Massendichte des Universums ist zwar sehr gering, aber nicht
konstant. Im Gegenteil, unser Universum dehnt sich mit immer gréBer werdender Geschwindigkeit aus.
Die Massendichte wird sich also im Laufe der Zeit verringern. Demnach muss es eine Ursache fiir
diese Ausdehnung geben. Eine Erkldrung ddfiir ist die dunkle Energie, die nach der Abbildung den
groSten Anteil an der Gesamtenergie des Weltalls ausmacht. Kénnte es sein, dass die Dunkle Energie
von aullerhalb unseres Sonnensystems stammt? Jedenfalls wiirden Bewohner dieser Region der
Dunklen Energie nichts von unserem Universum bemerken, weil es sich hinter dem Ereignishorizont
versteckt, so wie sich ein Schwarzes Loch hinter seinem Ereignishorizont vor uns versteckt.

37 https://de.wikipedia.org/wiki/Modifizierte Newtonsche Dynamik
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3.3 Hamiltonsche Mechanik3®

Die Hamiltonsche Mechanik untersucht Bewegungen im Phasenraum, der durch die Ortskoordinaten

q=1(q, .., q,) und Impulskoordinaten p=( p,, ... , p, ) gegeben ist. Die
Hamiltonsche-Funktion H(t,q,p) eines Systems von Teilchen ist ihre Energie als Funktion des
Phasenraums. Sie bestimmt die zeitliche Entwicklung der Teilchen beziiglich ihres Aufenthaltsortes und
ihres Impulses. Dabei gelten folgende Gleichungen:

dq, _ O0H dp, _ 0H
und

d ~ dp, d ~ dq,

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen folgt aus dem Hamiltonschen Prinzip der stationdren
Wirkung. Physikalische Felder und Teilchen nehmen danach fiir eine bestimmte Grofle einen
Extremwert (Minimum oder Maximum) an. Die Wirkung erweist sich in vielen Féllen nicht als
minimal, sondern nur als stationdr, d. h. Extremal.

Pierre Maupertuis sprach 1746 als Erster von einem Prinzip der Natur, dem Prinzip der kleinsten
Aktion bzw. der kleinsten Wirkung. Leonhard Euler und Joseph Lagrange stellten in der Mitte des
achtzehnten Jahrhunderts fest, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen aus diesem Prinzip folgen. Die
lagrangesche Formulierung der Mechanik stammt von 1788. 1834 formulierte William Hamilton das
nach ihm benannte Prinzip.

Max Planck glaubte, dass alle Naturprozesse zielgerichtet ablaufen. Es sei ein Zeichen der
Zweckbestimmung der Welt jenseits des menschlichen Sinnes- und Erkenntnisapparats.

Richard Feynman zeigte in den 1940ern, dass sich das Hamiltonsche Prinzip in der Quantenfeldtheorie
dadurch ergibt, dass alle moglichen Pfade (auch die nicht zielgerichteten) zuldssig sind und
aufintegriert werden. Dabei iiberlagern sich Pfade mit extremaler Wirkung konstruktiv und davon
abweichende destruktiv, sodass die Natur schlielich zielgerichtet erscheint.

Zitat: Wer sich nicht mehr wundern und in Ehrfurcht verlieren kann, der ist seelisch bereits tot.*

38 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/William Rowan Hamilton
39 Albert Einstein
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3.3.1 Das Fermatsche Prinzip

Ein Beispiel ist das Fermatsche Prinzip, nach dem ein Lichtstrahl in einem Medium von allen
denkbaren Wegen vom Anfangspunkt zum Endpunkt den Weg mit der geringsten Laufzeit durchlduft.

Dies wollen wir am Beispiel der Lichtbrechung ausrechnen.

15

1 Zeitlich kurzester Weg

05

Raumlich kiirzester Weg

0.5 Q

Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Das Licht bewegt sich von Punkt A nach Punkt B. Die Grenze zwischen beiden Medien bildet die x-
Achse. Oberhalb der x-Achse ist Luft mit einer angenommenen Lichtgeschwindigkeit von 300.000 km/s.
Unterhalb der x-Achse ist ein Medium, in der die Lichtgeschwindigkeit kleiner ist — also Wasser oder
Glas. Eine L.E. entspricht einer Lichtsekunde, sodass die Léngen die Zeiten widerspiegeln, die das
Licht in dem Medium benétigt. Dabei ist die Zeit im dichteren Medium grilser, weil dort die
Lichtgeschwindigkeit kleiner ist. Der Proportionalitdtsfaktor entspricht dem Kehrwert des
Brechungsindex.

Man kann diesen Sachverhalt ganz elementar mittels der 1. Ableitung, die aus der Schule bekannt ist,
nachweisen.

Bei dem gewdhlten Koordinatensystem soll x der Schnittpunkt des Lichtstrahls mit der Grenzfldiche
zwischen den unterschiedlichen Medien sein. Die Lichtgeschwindigkeit im dichteren Medium soll
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um den Faktor 0 < k < 1 kleiner sein als die Lichtgeschwindigkeit im diinneren Medium, also im
Vakuum oder in Luft.

Der Satz des Pythagoras liefert dann folgende Gleichungen:

x*+B,=(k-c:t,)’ ,und (A,—x)+A,=(ct,] mitder Bedingung: t,+t,=t soll minimal werden.

Eliminiert man t, und t, aus den beiden Gleichungen, so erhdlt man fiir die zu minimierende
1 1
2 2\ 2 2 2\ 2
X"+ B k-((A,—x) + A
Groet: t = ( y) + (A=x) y)
ke ke

. Die rechte Seite hdngt nicht mehr von der

1 1

. . (x*+B) *  k((A—x)'+A))
Zeit ab und man kann deshalb die Extremwerte von f(x) = kcy + o g

berechnen, um dariiber die Extremstelle x auszurechnen. f(x) ist dann extremal.

Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir c=1, B, = -1, A, = A, = 1 setzen. Damit erhalten wir die
Funktion:

+k~((1—x)2+1)%
k

b
L]
+
—_
N~

o
o ||
~

Abbildung: Extremum fiir k=0,7 bei x = 0,390953, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
Der zeitlich kiirzeste Weg liegt also bei x=0,390953 wdhrend der rdumlich kiirzeste Weg bei x=0,5
ldge. Berechnet man die entsprechenden Winkelverhdltnisse, so erhdlt man das Brechungsgesetz aus

der Schulphysik.

In der Mechanik ist die Wirkung das zeitliche Integral iiber die sogenannte Lagrangefunktion:
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L(t,x,v)

Der Lagrange-Formalismus ist eine 1788 von Joseph-Louis Lagrange eingefiihrte Form der
klassischen Mechanik. Eine einzige skalare Funktion, die Lagrangefunktion, stellt die Dynamik eines
Systems dar. Der Formalismus ist (im Gegensatz zu der Newtonschen Mechanik, die a priori nur in
Inertialsystemen gilt) auch in beschleunigten Bezugssystemen giiltig. Der Lagrangeformalismus ist
invariant gegen Koordinatentransformationen. Aus der Lagrangefunktion lassen sich die
Bewegungsgleichungen mit den Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsrechnung aus dem Prinzip
der kleinsten Wirkung bestimmen. Diese Betrachtungsweise vereinfacht viele physikalische Probleme.

In der Newtonschen Mechanik ist die Lagrangefunktion durch die Differenz zwischen kinetischer und
potenzieller Energie gegeben:

L(t,x,v) = % - mv’ — V(t,x)

Die Wirkung ordnet jeder Kurve y, die ein Teilchen zwischen zwei Zeitpunkten t; und t, durchlduft,

folgenden Wert S(y) = fL(t,X(t),V(t))dt Zu.

Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dass von allen denkbaren Bahnen, die anfdnglich durch x(t;)
und x(t;) laufen, diejenigen Bahnen in der Natur durchlaufen werden, die eine stationdre Wirkung
haben. Dies bedeutet, dass die Euler-Lagrange-Gleichung gilt:

oL _ doaL

0 X dt Ov

Setzen wir die Lagrangefunktion der Newtonschen Mechanik in die Euler-Lagrange-Gleichung ein so
erhdlt man die Newtonschen Bewegungsgleichungen:

o1 - _do1 o -
ax|2 mv V(t,x)) dtavl2 mv V(t,x) 0
—gradV—m - a = 0
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3.3.2 Brachistochrone

Wir wollen das Hamiltonsche Prinzip am Problem der Brachistochrone verdeutlichen. Dabei fragt man
sich, auf welcher Bahn sich ein Teilchen bewegen muss, damit es in kiirzester Zeit von einem
Anfangspunkt A zu einem Endpunkt B nur unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung bewegen kann.*

0 05 1 15 2 255 3
X

Abbildung: Zwei unterschiedliche Kurven, auf denen sich das Teilchen von A nach B unter dem Einfluss der
Erdbeschleunigung bewegen kann, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Fiir die y Koordinate von C gilt: y=f(x) . AuBerdem ist die 1. Ableitung von f(x) gleich dem

v
Quotienten der Geschwindigkeitskomponenten v, und vi. f'(x)=— nach dem
v

X

Energieerhaltungssatz  gilt: %v2+m-g-y:m-g-y0 . Mit f(0) = yo. Damit erhdlt man:

v’=2g-(yo—y)=2g:(f(0)=f(x)) . Fiir v’ gilt nach dem Satz des Pythagoras: v’=v,+v; . Nutzt

man v,=f'(x)-v, aus, dann erhdlt man:
1

2

2g-(f(0)—f(x))
1+f'(x)

X

40 Siehe: https://www.youtube.com/watch?v=0KjUqPps8vM
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f(0)—f(x)
1+f" (x)2
f(0)=f(x)
1+f"' (x)2

N |=

v.=\2g

v, —\/_ 2. f'(x)

Wie man sieht hdngen die Geschwindigkeitskomponenten nicht mehr von der Zeit, sondern nur von der
Kurve f(x) ab. Damit kann man dann iiber vxzz% die zeitliche Anderung zu berechnen und
L+f'(x)

f(0)=f(x)

1
> dx die benétigte Zeit durch Integration

1+f (x)* |3
f ETE

Interessant ist, dass der Integrand eine Definitionsliicke bei x = 0 hat, weil dann der Nenner
verschwindet. Das Integral existiert aber trotzdem. Laut Abbildung ist die Gerade durch die Funktion

f(x)=3—x darstellbar wihrend es sich bei der zweiten Funktion um f(x)=%x2—2 x+3 handelt.

Das Herunterrollen entlang der schiefen Ebene bendtigt eine Zeit von ca. T~1,106 Sekunden, wenn
man fiir g~9,81 wdhlt. Das Herunterrollen entlang der Parabel dauert aber nur T ~1,03044
Sekunden.”

Gesucht ist also eine Funktion f(x), fiir die die reibungsfreie Abrollzeit eines Kérpers z. B. eines
Tennisballs minimal wird.*

1+y'2
Yooy

Die Funktion, die minimiert werden soll lautet: L(x,y,y') = 2q
g

mity = f(x).

x:"

Die notwendige Bedingung fiir eine Funktion y, sodass f L(x,y,y')dx extremal wird, lautet dann:
0

41 Berechnungen mit CAS durchgefiihrt
42 Siehe: http://www.math.odu.edw/~jhh/ch54.PDF
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————=— =0 . Hier ist die Wirkung, die extrem werden soll, nicht mehr abhdingig von der Zeit t,

wie es bei den originalen Gleichungen der Fall ist. Die Wirkung, die extrem werden soll, hingt bei uns
von x ab. Es gilt aber: dxzd—y, und somit: a—L—iy' OL
y dy dy” 0y

-=0 wortiber man durch Integration

folgende Gleichung erhdlt:

Esgilt: y' =
y

und damit:

=

_1) 2

C
oder (1+y")= bzw. y'=
Yo~ (YO—Y

Damit kénnen wir die Differenziale separieren und erhalten als Lésung:

1

Yo— ¥ 2

—_— - dv = dx
C—(yo—y)) i’

Das Integral hat leider keine elementare Lésung. Deshalb substituiert man y=y,—Csin’0 bzw.
dy=2CsinBcos0df und erhdlt aus obiger Gleichung:

1

Yo=Y ) 3
C_(YO_Y)

. 2
Csin’8 2. 2C - sinf - cos@ - dO

C—Csin’0

o-|
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Csin’0 % . _ sin’6 3 .
— - 2C - sin@ - cosf - dO = | ———— - 2C - sinf - cosf - df
C—Csin"0 1—sin“60
sin*@ % . | sin®0 | 3 .
— - 2C - sinf - cosO - dO = > - 2C - sinf - cosO - db
1—sin6 cos 0
. 2(9 1
sm2 ) 2.2C - sin® - cos@ - dd = 2C - sin°0d 6
cos 6

dx = 2Csin*6d @

Dies liefert die Lésung fiir x:
x(9) = ZCI sin"0dd = x, + C(6 — sinHcosh)
Mittels der Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen erhdlt man:

x(0) = x, + C(0 - %sinZB)
Mit sin’6 = %(1—c052 6) ergibt sich fiir y:

y(8) = y, + %(1 — c0s20)

Die Bewegung in der Abbildung startet bei x,=0 und dies liefert dann 6=0. Damit ist auch die
Bedingung fiir y, erfiillt. Die Bewegung hort bei (3|0) auf. Dies liefert: 3:C(9—%sin 260) und

O:3+%(1—c0529) oder —6=C(1—cos28) . Dividiert —man, so liefert das:
. 6
1—cos20=sin260—26 . Dies li 6~—1,20601 ir C=———-~—3,43747 .
Ccos sin Dies liefert und fiir 2 0—sin20
x(0) = —3,43747(0—%sin29) , y(9) = 3—M(1—cos29) im Bereich —1,20601<6<0 .

In der folgenden Abbildung ist die schnellste Bahnkurve als rote Kurve dargestellt. Sie fdllt zundchst
sehr leicht ab. Dies impliziert, dass bei Beginn der Bewegung fast die gesamte Erdbeschleunigung
wirkt und somit das Teilchen maximal beschleunigt. Ab einem bestimmten Bereich fdllt die Kurve fast
wie eine Gerade, was bedeutet, dass sich die Beschleunigung in diesem Bereich kaum verdndert. Die
schwarze Gerade ist die Abrollkurve auf einer Schiefen Ebene. Hier ist die Beschleunigung wdhrend
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der gesamten Bewegung konstant. Die lila Kurve ist die Abrollkurve einer Parabel. Hier nimmt die
Beschleunigung von einem Anfangswert an stetig ab und ist im Endpunkt 0.

Abbildung: Die rote Kurve ist der Weg, auf dem ein Korper abrollen muss, um in kiirzester Zeit von A nach B zu
kommen, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Bemerkung: Die Lésung ist Teil einer Zykloide, die als Bewegung eines Punktes auf einem Kreis
entsteht, der sich waagerecht mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
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Kapitel IV: Die Feldgleichungen
4.1 Die Feldgleichungen im materiefreien®®* Raum

4.1.1 Die Bedingungen an die Feldgleichungen

Die Feldgleichungen im materiefreien Raum entsprechen Bezugssystemen, die das Einsteinsche
Postulat*: ,In _einem kleinen Labor, dass in einem Gravitationsfeld frei fillt, sind die Gesetze der
Physik dieselben wie in einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt. “ erfiillen.

Wir hatten in Kapitel 1.2.1 solche frei fallenden Bezugssysteme kennengelernt. Damit sind die
Bewohner der ISS bei ihrem langen Aufenthalt in der Schwerelosigkeit auch schwerwiegenden
kérperlichen Nachteilen ausgesetzt.*

In einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, gelten die Gesetze der Speziellen Relativitdtstheorie. Wir kénnen also das
Aquivalenzprinzip wie folgt formulieren: Raumzeit ohne Gravitation ist ein Minkowskiraum, Raumzeit
mit Gravitation ist lokal wie ein Minkowskiraum. Deshalb muss sich der metrische Tensor der
Raumzeit mit Gravitation in einem Punkt auf einen metrischen Tensor des Minkowskiraums
transformieren lassen. Bezeichnet man den metrischen Tensor des Minkowskiraums ohne Gravitation
mit n , dann miissen folgenden Transformationsgleichungen in einem Punkt P=(qy...,q;) erfiillt

sein:

a nm i j . 6 nm
gnmznmn-l-l g q q] mit gi |P=0
q0q oq

Der mathematische Hintergrund fiir eine solche Metrik ist der Trdgheitssatz von J. J. Sylvester.* Die
Metrik gy ldsst sich in einer Orthonormalbasis als Diagonalmatrix mit Eintrdgen +1 darstellen. Hat die
Matrix r Eintrdge +1 und s Eintrdge —1, so spricht man von einer Metrik mit Trdgheit, bzw. Signatur
(1,s). Die Minkowskimetrik hat also die Signatur (1,3) oder (3,1). Die Metrik auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit ldsst sich also lokal so transformieren, dass sie einer Metrik im Minkowskiraum
entspricht.

Die Gesetze der Physik, die sich in diesem kleinen Labor nicht dndern, sind die Gesetze der Energie-
und Impulserhaltung. Das bedeutet, dass folgende Gleichungen in diesen Bezugssystemen erfiillt sein
miissen, die aus dem hamiltonschen Wirkungsprinzip folgen:

dq, _ 0H  dp, _ OH
dt 0 Py dt 04,

43 ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, s. 802, Band 49, 1916
44 Siehe Seite 83

45 Siehe: https://www.spektrum.de/magazin/der-mensch-in-der-schwerelosigkeit/824981
46 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester
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Die Komponenten der Beschleunigung sind in der Raumzeit in allgemeinen Koordinaten durch die

2 i m n
Gleichung”: a'= dd(z +I ddz d‘i gegeben. Damit hat man Bewegungsgleichungen analog zum
t
2 i m n
dq +T, dq"ldqs =0 oder

Newtonschen Aktionsprinzip: m-a'=F . Ist F'=0 , folgt: mn
prinzip folg i I dt

2 i . m n i i 1
dd—t‘zlz— ;H%Z—z . Parametrisiert man nach der Bogenldnge s = f(gj%d—d‘zi ) 2.dt , S0
erhdlt man:
dzqi . dqm dqn ) X .
= -I,,———— mit ds" = g. - dq - dq’
dsz mn dS dS g[] q q

Die Gleichung beschreibt Geoddten in der Raumzeit, die als eine Riemannsche Mannigfaltigkeit®

aufgefasst wird. Handelt es sich also um ein Bezugssystem, das im Gravitationsfeld frei fdllt, dann ist
die Kurve dieses Bezugssystems in der Raumzeit eine geoddtische Kurve. Verschwinden die
Christoffelsymbole, so handelt es sich um eine gradlinig, gleichférmige Bewegung in einer flachen
Raumzeit. Die Christoffelsymbole beschreiben also die Abweichung der Bewegung in der gekriimmten
Raumzeit von der Gleichférmigkeit der Bewegung in der flachen Raumzeit. Sie sind die Komponenten
des Gravitationsfeldes.”

”Matter tells space how to curve and spacetime tells matter how to move!“*’

Zitat: Gott wiirfelt nicht.”*

47 Siehe Seite 74

48 Siehe Kapitel 5.3.1

49 Siehe: ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, s. 802, Band 49, 1916

50 Zitiert nach J.A. Wheeler: https://de.wikipedia.org/wiki/John Archibald Wheeler
51 Albert Einstein
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4.2 Die Bewegungsgleichungen der ART in Newtonscher Naherung

d2 i i d m d n

Wir hatten als Bewegungsgleichung Z = —an—q—q gefunden. In der klassischen
ds ds ds

Newtonschen =~ Mechanik  gilt: i=—V ® mit dem  Gravitationspotenzial =~ ®. Die

Bewegungsgleichungen folgen aus dem Hamiltonschen Prinzip mit der relativistischen
Lagrangefunktion: L(t,x,v):%mvz—mqb—mc2 , wobei auller der kinetischen Energie T die

Ruheenergie mc’ mit beriicksichtigt wird. Klammert man mc” aus, so lautet die Lagrangefunktion:

20 vz))

2 T 2 :

Cc (o
120 v

X £— =) klein, so hat man in 1. Néiherung iiber die Taylorreihe von +/1+x
2 2 C2 C2

1
L=-mc*l 1+ =
2

Ist die Gréfie

die Abschdtzung: Vitx~ 1+§ . Dies liefert:

2| | L
L = -mc’| |1 2—?—‘/—2
¢’ ¢
2 1
L = —-mc c21+£—12 )2
c c
1
L =-mc(c® + 2 — v?) ?

Nach dem hamiltonschen Prinzip bewegt sich ein Teilchen von einem Punkt P, zu einem anderen Punkt
P,

P, auf derjenigen Kurve c, fiir die das Integral fL - dt extremal wird oder die Variation
P,

5!L - dt = 0 ist. Wir erhalten fiir Ldt den Ausdruck

1
Ldt = —mc - | *dt® + 2®dt* — v*dt*> | > und mit V:% erhdlt man:

1
Ldt = —mc - |[*df+2ddt*—ds®| 2
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Da —ds’=—dx’—dy’—dz® in kartesischen Koordinaten gilt, folgt:
1

Ldt = —mc - ( (c*+2@)dt* — dx* — dy’ — dz’ ) 2 . Damit haben  wir die
Bewegungsgleichungen in lokalen Bezugssystem gefunden. Der Metriktensor ist:

ds’=(c’+2 @) dt’— dx’— dy’—dz’

29

ds’=c*(1+=—) dt"—dx’—dy"—dz’
c
oder in Matrixschreibweise:
29D
1+— 0 0 0
C
9; = 0 -1 0 0

o 0 -1 0
o o0 o0 -1

Der zweite Term gibt in 1. Ndherung an, wie gro8 die Abweichung von der Minkowskimetrik ist.

Fiir eine kugelformig, homogene Masse M haben wir: Q):_(r;M , und dies liefert:
Joo = ¢’ - Z(iM =c - 1—2(§M . Verschwindet die zeitliche Komponente der Metrik in der
cr
Raumzeit, dann erhalten wir den Schwarzschildradius zurtick: 1 — ZGQM = 0=1 = 2G2M und
cr cr
damit:
2GM
s 2
c

den wir auch schon klassisch in Kapitel 3.1 berechnet haben. Dariiber hinaus erhalten wir ebenfalls
die gravitative Zeitdilatation aus der Metrik, die wir ebenfalls relativistisch in Kapitel 3.1 angegeben
haben:

20 (r 20 (r [ 2o(r
cdt’=g,=c’(1+ 2[ )):vdr2:g—n2n21+ 2[ )ﬂdr::g—?::H 2{ )
C C C \ C \I C
1
dt = 1+2cD2(r))2
C

141/ 308



Relativititstheorie Version 1.2

4.3 Die Kriimmung fiir schwache Felder

0 0 0
Wir hatten die Formel T, = lg“ : g‘g+ gl;r— g“rb fir die Berechnung der
2 oq° 0q" 0q
Christoffelsymbole.
1
1422 0 0 o0 0 0000
) c ] ) +=
Mit (g;) = 0 -1 0 0 und damit (¢") = OC o o

Weil der metrische Tensor auller fiir g, konstant ist, verschwinden alle Ableitungen aufSer fiir
a=b=0. Damit ergibt sich:

1 o 09or 09or 0 oo
’ o o r
oq 0q 0q

rl = %goo ) ( ‘Zgo(;) + ag(z)o _ a9%0 )
q 9q oq

ro—_1 logo__ 1 o0
00
1+2_<§) coq” 2 0q°
c

Ty -1 o oderda q°=t in der Minkowskimetrik:

P70 aq°

0:71 .a_q):()
242 Ot

0gor + 9dor _ 09w

1 1r
[y, = =g -
00 29 2q° 2q° oq
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g . =+ J—

0 o
| =190 2%8— .Analog fiir s = 2,3. Da q'=x" istin der Minkowskimetrik:

2909 foq
FOE Zéﬁ . Analog ergeben sich die Christoffelsymbole fiir s = 2, 3. Damit hat man:

Ty = lza—s fiirs=1, 2, 3undsonst0
c 0x

Um den Ricci-Tensor zu berechnen, gehen wir vom Riemannschen Kriimmungstensor aus:

T) VS VU

ijk 0 qi o qk

Wir miissen also nur Christoffelsymbole berticksichtigen, fiir die [=1, 2, 3 ist und j=k=0.

h I
j'rho

or, or, .
R = 00 _ Z0i 4, ph .l T
0j0 oq qu 00 h 0

Durch Tensorverjiingung 1=j erhalten wir den Ricci-Tensor

ory,  ory,

, N : X .
Ry = Ry = oq 2q° + Ty - ), = Ty, - T,
Nun kénnen wir fiir T, fiirj =1, 2, 3 den Term von oben einsetzen:
_ 0 10d ory; h j h j
Roo— 2 - : +F00'rh]j_r0j'rhjo

aq' ax’  aq°

J

ory;
Der Term 00’ verschwindet komplett, weil die Ableitungen nach der Zeit q°=t verschwinden.

oq
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2 . .
Roo:%%+roho-rhjj—Fohj-FhJO . Der erste Term in der verbleibenden Gleichung ist die
c X 0X
Divergenz des Gradientenfeldes des Potenzials ®.

1 h j h j
Ry = ?Aq)"'ro 0" I‘h]j - Ty r/
Der Term T, ist nur fiir h = 1, 2, 3 von 0 verschieden. Dann verschwinden allerdings alle Terme

I,/ .Also bleibt nur ROOZ%ACD—FOhj-thO librig.
c

J

Der Term I‘ohj ist nur fiir j=0 und h=1, 2, 3 von 0 verschieden. Fiir j = 0 verschwinden aber alle
r,/, .Also bleibt nur:

Ry=LA®
c
Dies liefert mit A®(r)=4xGp(r)
4G
R, 5 ,0( r)

Raumzeit Kriimmung oder ,,Matter tells space how to curve*,
Bild:https://www.esa.int/var/esa/storage/images/esa_multimedia/images/2015/09/spacetime_curvature/15576375-1-eng-

GB/Spacetime_curvature.jpg

Zitat: Wer sich nicht mehr wundern und in Ehrfurcht verlieren kann, der ist seelisch bereits tot.*

52 Albert Einstein
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4.4 Die Herleitung der Feldgleichung

Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: EinsteinLeidend.jpg

Fiir die Herleitung der Feldgleichung benutzt man einen Satz von Hermann Weyl>, der folgende
Aussage hat: Einen symmetrischen Tensor 2. Stufe T; kann man unter bestimmten zusdtzlichen

Bedingungen, wie die Linearitit der 2. Ableitung, und im Tensor diirfen keine héheren als 2.
Ableitungen vorkommen, wie folgt darstellen:

, Rij + a - gin + b - gi = K - T,-j wobei a,b,k freie Parameter sind.

Die Bewegungsgleichungen erfiillen diese Bedingungen, und man kann deshalb diesen Ansatz
benutzen, um die Feldgleichungen herzuleiten.

Dartiber hinaus muss der Tensor, Rij + a - gin + b - g;; wie der Energie-Impuls Tensor

T, *, divergenzfrei sein, und soll im Minkowskiraum verschwinden.

53 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann Weyl
54 Siehe Anhang A.5
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Wir hatten schon gezeigt, dass R;;— % g; R * divergenzfrei ist. Da der Metriktensor g ebenfalls

1
divergenzfrei ist”, erfiillt der Tensor ~R;— qu R+b-gij die Bedingung. Somit haben wir a schon

bestimmt. Wir erhalten also die Gleichung:
R * R+b. - K-. 1

Wir hatten schon gesehen, dass man einen kovarianten Tensor 2. Stufe A, durch Multiplikation mit

dem Metriktensor ¢” auf einen gemischten Tensor 2. Stufe transformieren kann:

A, g“= A’ , und danach mit Tensorverjiingung i=j die Spur A} der Matrix A’ erhilt. Damit
erhalten wir aus A, ngZAij firi=j: Ay, g“= A! . Wir haben den Skalar dann entsprechend A

genannt. Dies kénnen wir nun auf die Gleichung von oben anwenden. Wir multiplizieren mit g’ und
erhalten:

i 1 ij ij ij
Rl.jg’—i-gijg’R+b-gijg’= K‘-T,.jg] , oder

1 ij ij
R—E-gijg’R+b-g,.jg’= kT .

K_ Aj .
Betrachtet man A, g '=A] undsetzt A, g, ,dann erhdlt man:

da gkj:gij . Auf der linken Seite steht die Matrizenmultiplikation von g, mit gij . Aber diese

beiden Matrizen sind invers zueinander. Deshalb ist A/=0 die Einheitsmatrix. Die Spur der

Einheitsmatrix hat den Wert 4, weil wir unsere Uberlegungen in der vierdimensionalen Raumzeit
durchfiihren. Das liefert:

R—%4R+4b=K-T ,oder —R+4b=KxT oder R=4b—«xT .
Damit kénnen wir den gefundenen Wert fiir R in die Gleichung

1 _
R;— - g;R+b-g;=xT,

einsetzen.

55 Siehe Seite 76
56 Siehe Seite 71
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1
R; — 5 - g;(4b—xT) + b - g, = k- T, oder

y

1.

R,—b-g,=x-T; — kT - g;

Die linke Seite soll im Minkowskiraum verschwinden. Da Der Ricci-Tensor im Minkowskiraum
verschwindet und g; im Minkowskiraum die Signatur {-1, 1, 1, 1} bzw. {1, -1, -1, -1} hat, kann die
linke Seite nur fiir b=0 verschwinden. Wir erhalten damit:

R. = - -T. —

1
ij ij E'KT'gij

Um die Konstante ndher zu bestimmen, gehen wir vom Newtonschen Grenzfall aus, der im
Euklidischen Koordinatensystem gilt.

1
R00=K'Too_E'KT'goo

Darin ist gemdl letztem Kapitel: Ry, =

Der Energie-Impuls Tensor hat dann nach der Speziellen Relativitditstheorie nur die Komponente
Ty=p(r)-c’ . Also ist T ebenfalls gleich p(r)-c* . Die Metrik im Euklidischen Koordinatensystem
ist die Einheitsmatrix. Also ist hier gq,=1 . Somit erhalten wir:

872G

4

‘lﬂz(;p(r)=Kp(r)-cz—%lrp(r)-c2=%Kp(r)c2 , und damit fiir die Konstante K=

¢ C

1 877G
bzw.
1 8xG
Ru — > gin — - Tu
bzw.
87xG T
Rl] - = C4 Tl_] - Egi])
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Dies sind die Feldgleichung der Allgemeinen Relativitditstheorie.

Die Feldgleichung kann um die kosmologische Konstante A erweitert werden. Dies liefert dann die
erweiterte Feldgleichung:

8 2G T. bzw. R,.j - 1-g..R = %Tu — Ag,.j

1
R,.]. — —-g,.].R+Ag,.j =

2 C4 j 2 ij C4 ij

Many members of NASA's Mars Science Laboratory Project, which operates the Curiosity rover on Mars, gathered
for this 2016 team photo with a test rover in the "Mars Yard" at NASA's Jet Propulsion Laboratory, Pasadena,
California. More than 7,000 people in at least 33 U.S. states and 11 other countries have worked on this JPL-managed
project since the start of development. Credit NASA/JPL-Caltech
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Kapitel V: L6sungen der Feldgleichungen
5.1 Die linke Seite der Feldgleichung

Die folgende Tabelle soll schrittweise aufzeichnen, wie man durch Koordinatentransformation den
Einsteintensor ausrechnen kann.

Schritt Bedeutung
1.1 4 /.1 4 . :
(x (q ) eer )) (q (x s ey X )) Koordxz;e(:;transfor
1 4 1 4
(x"(q', ..., q)) (q"(x', ..., x%))
_ ox' ox Komponenten des
9u = K~ 1 kovarianten Metriktensors
i 0q 0q

L )t Kontravarianter

(g ) (g”) Metriktensor als Matrix
ds’= g; dq'-dq’ Wegelement
Christoffelsymbole
s _ 1 sr agar agbr agab ff Y
1“ab - Eg : b + a - r
0q 0q 0q
or,’ or,'. Riemannscher
| ik i h i h i

ik — aqj - aqu i Twy = Ty - Ty Kriimmungstensor
R _ R S Ricci-Tensor durch

ij = isj Tensorverjiingung

Ricci-Skalar
R = ¢g'R,
Ri = gijki = R = R':

1

1 Einsteintensor

)

Will man damit die Feldgleichungen l6sen, so muss man einen metrischen Tensor derart bestimmen,
dass der Einsteintensor gleich dem Energie-Impuls-Tensor ist. Die Metrik beschreibt dann die
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Raumzeitkriimmung unter einer bestimmten Bedingung, die durch den Energie-Impuls-Tensor gegeben
ist. Die Metrik wird in den Lésungen iiber das Linienelement ds®> angegeben.

Das Gravitationsfeld einer homogenen, nicht geladenen und nicht rotierenden kugelférmigen Masse
wird durch die Schwarzschildmetrik beschrieben. Es handelt sich bei dieser Metrik um die Losung der
Einsteinschen Feldgleichungen. Die dulsere Schwarzschildlésung ist die Vakuumldsung der
Feldgleichungen fiir den AuBlenraum einer kugelsymmetrischen homogenen Masseverteilung. Die
innere Schwarzschildlésung beschreibt die Metrik einer homogenen Fliissigkeitskugel. An der
Kugeloberfldche stimmt die Metrik der inneren und dufseren Lésung tliberein und ist differenzierbar.

Das Linienelement der duBBeren Schwarzschildlésung sei vorweggenommen und ist durch

r
ds’ = — 1—75 c’dt’ + ;rdr2 + r’'d@ + r’sin’(6)d ¢’
1 — 2
r

2 o 2 2
gegeben. Setztman d Q" = d Hz + SIn ( 3) d ¢ , so erhdlt man die einfachere Formel:

r
as = | 1= |cdr’ + ;rdrz + r2dQ? @
1 — _S
r

Das Linienelement der inneren Schwarzschildlésung sei vorweggenommen und ist durch

g rg s

1 2y 1 )72
ds’=— 3 ( 1-5s ) 2 _ 1 L ) 2 ) . (:Zdt2+;dr2+r2d92 =4
2 r 2 3 r.r’
1_

Iy

gegeben. Dabei ist r, der Radius der Massenkugel mit homogener Massenverteilung und r<r, .
_2GM

s 2
c

Im Folgenden soll es darum gehen, diese metrischen Tensoren aus den Bedingungen des Energie-
Impulstensors herzuleiten. Wir erhalten dann eine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen fiir eine

ist der Schwarzschildradius oder der Radius des Ereignishorizontes.

57 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Schwarzschild-Metrik

58 Siehe: Ebenda
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Kugel mit homogener Massenverteilung. Insbesondere wird diese Metrik bei Schwarzen Loéchern
verwendet, die ungeladen sind und nicht rotieren.

Wenn man die Metrik anschaut, dann ergibt sie sich aus einer Koordinatentransformation des
Minkowskiraums in Kugelkoordinaten. Allerdings haben die zeitliche t Koordinate und rdumliche r
Koordinate Vorfaktoren, die selbst wiederum Funktionen der rdumlichen r-Koordinate sind.

This stunning Hubble image offers the sharpest view of the Orion Nebula ever obtained. Created using 520 different
Hubble exposures taken in multiple wavelengths of light, this mosaic contains over one billion pixels. Hubble imaged
most of the nebula, but ground-based images were used to fill in the gaps in its observations. The orange color in the
image can be attributed to hydrogen, green represents oxygen, and the red represents both sulfur and observations made
in infrared light. NASA, ESA, M. Robberto (Space Telescope Science Institute/ESA) and the Hubble Space Telescope
Orion Treasury Project Team
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5.2 Die duBBere Schwarzschild L6sung

Die flache Raumzeit ist durch ds’=—c*dt’+dr’+r’dQ*® in Kugelkoordinaten gegeben. Dafiir

hat man — wie oben schon erwihnt d Q*=d & +sin” 8d @ — gesetzt. Man macht folgenden Ansatz
fiir die allgemeine kugelsymmetrische Raumzeit:

ds’=—c*-e*®dt’+e*  dr’+r’d Q* .

Wobei P ( r, t) s A ( r, t) reellwertige Funktionen sind. Fiir weiteren Berechnung setzt man c¢ =
1. Die metrischen Tensoren sind dann in Matrixschreibweise:

1
Die _em- 0 0 0
- 0 0 0 1
0 — 0 0
o = 0 &0 0 e et
if — —
0 0 r 202 0 0 l 0
0 0 0 r'sin°0 r
1
0 0 0
r'sin’@

s
F —_— J— 0y
ab
2 aqb aqa aqr
® ® A0 ¥ ookl T 0
ol w ALY 0 e L 0
! 0 0 0 0 . 0 0 —re® 0
0 0 0 0 0 0 0 —rsin’fe "
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 l 0 0 0 l 0
1—'2 = r ].—‘1 — r
ij L
0 1 0 0 0 [ll 0 cotf
r
0 — cotf O
0 0 0 —sinBcosf r

Der Riemannsche Kriimmungstensor wird tiber
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1 arilk _ arilj

h | h I
R = oq oq" + Il — L - Ty
berechnet. Man erhdlt folgende Ergebnisse mit dem Indexshift:
01 _ _-2A 2 20 2
R 01 - e (A|r.q)|r - q)|r - q)lrr) - e -(q)lt.Alt - Alt B Altt)
® e
02 03
Ry, = R 3 = — :
r
A e 2
02 03
Ry, =R y;; = ‘
r
A e 22
12 13 r
R, = Ry3 = |
r
A e 2A
12 13
R°, = Ry = ‘
r
—2A
3 _ 3 _ 1—e
R"»3 = Ry = 2

Die anderen Ergebnisse erhdlt man aus den Symmetrien:
S1: R, ;=R

S2: Rlijk:_Riljk

$3: Ryu=—Ryy

S4: R+ R+ Ry, =0

Der Ricci-Tensor wird durch Tensorverjiingung berechnet:

R;=R'
Man erhdilt folgende Ergebnisse in Matrixschreibweise:
0 2¢J|re_2A 1 2A|re_2A
Ry=A-—""—— R,=A+ ——
r r
(A, — ®,)e* (1 - e
R22 = RS3 = l . l + »
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—2A

e
R', = ZA"T

59

Die Spur der Ricci-Matrix R ;=R st der Ricci-Skalar:

()

R=2[A-2

r

'(A|r_q’|r)+

(1-¢™)

r

]

Der Ricci-Tensor und der Ricci-Skalar bilden den Einstein Tensor, der als Matrix fiir die allgemeine
kugelsymmetrische Raumzeit folgende Gestalt hat:

A -7A L
2Ae (1 e ) 2A.e . 8
r F- r
2A e 20 e (1-e
= : ( . ) " .
G’ = : ZA
0 0 —A+[<I),—A,}"T 0
-2A
0 0 0 -.:-1+[¢),—A,}er

Ist im AuBenraum um die Kugel mit homogener Massenverteilung keine Materie, dann ist dort T=0
und somit G=0. Alle Komponenten des Einstein Tensor sind 0.

Bemerkung: Oft wird durch Indexshift eine andere Form der Feldgleichung gewdhlt. Dann muss
man darauf achten, dass man beide Seiten mit dem entsprechenden Metriktensor multipliziert. Dies
wurde hier bei dem Ricci-Tensor und dem Ricci-Skalar getan. Der Energie-Impuls-Tensor ist 0 und
vom Indexshift nicht betroffen.

2 Ay e ??

Aus =0 folgt A,=0 unddamit A=A(r) .

Aus G’y—G',=0 folgt ®,+A,=0 und durch Integration: ®=—A(r)+f(t) mit einer beliebig
zeitabhdngigen Funktion oder ®=-—A (r) , weil man die zeitliche Funktion mit in die
Koordinatentransformation der Zeit integrieren kann.

Damit hédngen die beiden Funktionen ®,A nur von r ab und G°, liefert folgende Gleichung:

C2Ae7" (1-e7Y)

r r2

=0 .

59 Siehe: http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-Loesung.pdf
60 Siehe: http://www.physik.uni-regensburg.de/forschung/keller/ART/art5.pdf
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Daraus folgt: %%[r-(l—eZA)]ZO . Also: r-(1—e **)=konstant . Dies liefert das Ergebnis:
r

- k o
e *=1—-2=e*" mit einer reellen Konstanten k.
r

Setzt man das Ergebnis in den Ansatz

1

-29
e

1

ds’=—c*e*?dt*+e* dr’+r’dQ® , oder ds’=—c* dt’+ — dr’+r’dQ* ein,
e

so erhdlt man die dulSere Schwarzschildlésung zu:

dsz=—c2-(1—é)dt2+

1

- dr’+r’dQ* .

1——
r

r
Fiir k = ry erhdlt man das Ergebnis von oben: ds’=—(1—-2)c? dt2+$ dr’+r’d Q°
r
j [——
r

Das Ergebnis hat eine Singularitdt bei r=r, . Dies war zu erwarten, weil es sich hier um den
Ereignishorizont einer kugelformigen homogenen Masse handelt.

A Tidal Disruption Event in Arp299B, Bild: https://www.jpl.nasa.gov/spaceimages/images/largesize/PIA22356 hires.jpg
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5.3 Die innere Schwarzschildlésung

. N . 8 -7-G |
Gelost werden muss die Einsteinsche Feldgleichung: Gij = 2 1 T,-j . Die
c

rechte Seite der Gleichung ist jetzt nicht gleich 0, sondern durch folgenden Ausdruck gegeben:

2

Tij:iz-ﬂ-ui-uj+p- iui-uj+gij
C C

Die Formel bezieht sich auf die Minkowskimetrik mit der Signatur {-1, 1, 1, 1}. Wéhlt man die Signatur
{1, -1, -1, -1} so erhdlt man: Tij:iz,uui uj+p(i2ui uj—gij) .

c c
Den Ausdruck u~pc® bezeichnet man als Ruhedichte, und p ist der Druck. Mit ¢ wird wiederum
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet. Man setzt voraus, dass u und p Funktionen sind,

die nur von r abhdngen. Die Metrik ist dann durch ds’=—c*e*®di’+e**dr’+r’dQ’® in
Kugelkoordinaten gegeben. Fiir den kontravarianten metrischen Tensor hatten wir schon zu

- 0 o0 0

0 e o0 0
. 1
g = 0 0 0 berechnet.
r
1
0 0 0
r’sin’6

Dabei waren die Funktionen ®,A ebenfalls reellwertige Funktionen, die nur vom Radius abhdngen.
Den Vektor u kann man dann durch folgende Komponenten angeben:

2P —20 —2d\ __ —20
—e *Y)=ue

)

Wir erhalten: T"=ue *"+p|e

Alle anderen Produkte aus den Koordinaten von u = sind 0, sodass nur die

Diagonale T'=p-q" fiiri=1, .., 3 iibrigbleibt. Dies liefert als Energie-Impuls-Tensor:
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w0 0 0
7o 0O p 00
J 00 po
00 0 p

Durch Indexshift von mit dem metrischen Tensor g;, erhalten wir fiir den Energie-Impuls Tensor:

pe?® 0 0 0
0 pe™ 0 0
TV = 0 o £ o
r
0 0o o 2
r-sin“0
Den Einsteintensor in Kugelkoordinaten ist durch
20, (1) 20,677
- r P o 0 0
C2Ae 2d,e " (1-e?) 0 0
G = r r r
0 0 7A+(q)‘r7/\‘r)e,:,\ 0
0 0 0 7A+((D‘rf/\‘r)ei:l\
. . . S . 1 d 2AVT_
Wie bei der dulieren Schwarzschildlosung gilt: —ZE[r-(l—e )]=ku oder
r
d —2A 2
—|r-(1—- =k .
(=) J=kur
Mit Integration liefert das r-(l—e_zA):%kyr3 bzw. l—e_2A=%k‘ur2, sodass nun
e_2A=1—lk/4r2 gilt.

3
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Die Konstante k ist hier die Konstante aus der Einsteinschen Feldgleichung: G,.j=8'—er- T; -—also
c
K= 871G .

4
c

Damit erhdlt man: e2A=1—%~B.Z;Gp'CZrzzl—Z-iﬁr3‘p'% bzw. das vorldufige Ergebnis

rc
wegen der homogenen Masseverteilung ist p(r)=konstant
- 2MG R .
et =1 - - =1- = mitRS:ZG—zMundr>Rs.
rc r c
Da der Ansatz fiir die Metrik ds’ = —c>-e*®dt’ + e**dr® + r’dQ’ ist, erhalten wir das
Zwischenergebnis:

2A 1
e

R,
1__
r

. 2® . . 1 . . .
Zur Bestimmung von e”" betrachten wir die Komponente G, im Einsteintensor:

- :2<I>|re_2A (1= _8xG

- - - 8- 7G
. . > TP oder r*-(r2@,e " —(1—-e *"))==—=—=

. . . —2A
Einsetzen der Lésung fiir e

liefert: r>-(r-2 (I)lr(1—2M2 )—(1—(1— ZMZG)))ZB'”'G
rc

Zusammenfassung ergibt: r_z-(r-2d>|r(1—ZME)—ZME):&’ZG
rc rc C

Die Gleichung muss nun nach @ aufgeldst werden:

4~Jr~G_ MG 4'JT'G'

x rp+r2c2 7 r3p+MG G-(t—;r-r3p+M)
(Q)‘): = =
i 2MG 2MG 2MG
(1- rcz) cor(r— = ) Cr(r—-==2)

(o

Damit erhalten wir die Formel fiir die 1. Ableitung der Funktion @&
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-r3p+M

L

die in der kugelsymmetrischen Metrik vorkommt.

Leider konnen wir die Losung von @ durch Integration aus der Lésung nicht ermitteln, weil der
Druck p in der Formel ebenfalls von r abhdngt. Bei der Masse wurde von einer homogenen
Masseverteilung ausgegangen, und deshalb schreiben wir fiir die Masse keine Abhdngigkeit von der
Massendichte p , weil es sich hier um eine konstante GréfSe handelt.

Um eine Gleichung fiir den Druck zu erhalten, wertet man die Komponenten G°,,G’, unter

Ausnutzung der beiden Ergebnisse, die wir fiir die Koordinatenfunktionen O,A der
Schwarzschildmetrik schon kennen, aus. Dies liefert dann:

p.=-—-®,  (p+u)

Setzt man das oben ermittelte Ergebnis fiir &
Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung®:

in diese Gleichung ein, so liefert das die sogenannte

|t

d G
d—lr)=—?'(ﬂ+P)' (

Die Energiedichte u ist gemdB der Gleichung E=mc’ der Speziellen Relativitdtstheorie dann:

u=p-c .
1. Dieser Wert ist gemdls Newtonscher Ndherung wesentlich kleiner als der Druck p: p<u .

Dariiber hinaus ist G—IZI < r . Damit vereinfacht sich die TOV-Gleichung zu:
c

61 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Grenze
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4-
dp c i —2-r3p + M
prl e I L ==-G - -p-—
r c 2MG r
r- - 5
c

Es handelt sich bei dieser Gleichung um die Gleichgewichtsbedingung der Newtonschen Hydrostatik.
Wir gehen wieder davon aus, dass die Masse in der Kugel homogen verteilt ist:

4 3 . dp 4 2
M = p— T €
p3 ar” , und damit I 3 o'r
Die Stammfunktion ist also:
p(r) = —%G][,OZFZ .

Da an der Oberfldche der Masse der Druck verschwinden soll, erhdlt man somit:

2
p(r) = -3Gap" - (R'=r’)

2. Wir wollen eine Lésung fiir konstante Energiedichte finden, d. h. die Masse hat eine konstante
4 U
.7['

Massendichte: u, = p,-c® . Fiir die Masse ergibt sich dann: M = 3 —2~r3 . Damit erhdlt die
c

TOV-Gleichung folgende Form:

d G c’ 3 ¢
d_€ = _? ’ (ﬂo+p) ’ 4 P ‘
2-—m —g r'G
3 c
r r — 5
c
_G .
Setzt man k=—; , so liefert das:
c
4z Pgﬂ) ﬁz(P+1ﬂ)
c 370 c 370
- 5w+ p) — ==y e p) !
— S B2 i _ar, LS
~ 4-7 .. . L
Setztman k = ——k , so erhdlt man die endgiiltige Formel:
c

160 / 308



Relativititstheorie Version 1.2

1
~ + =
ar - 2 - (4o + p) - =
1, K
r Ho 3
Die Trennung der Variablen liefert folgende Gleichung:
dp _ _E _ dr
(p+um) [p+? " L= ek
p T U p 3”0 Pl ,Llo'rg
Uber die Partialbruchzerlegung 1 =3 1 -
1 244 + 1 P+ u
(prao) - | P+3mm P+ gk
gelangt man zum Integral auf der linken Seite:
+ 1
i. lnp+1/,¢ —ln(p+u) —_.]nﬂ
2 4y 3 ’ 2, P+ U,
.. . . dp k dr
Die linke Seite der Gleichung = —— - kann zu
1 2 1 &
(p+ﬂ0)' p+§:u0 F—‘uo-ri
_3E ‘ rdr _ _.3 . rdr
2 (3—#0'1”2%) 2#0 3 _ r2
u kK
umgeformt werden und dies liefert durch Integration den Ausdruck fiir die linke Seite:
—In| r— 3~
I rdr __3 21k 3 -3
2.1, ( 3 rz) 2.4, 2 Hy 20,k

Damit erhdlt man:
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1
P+ S
3 - In -3 = 3 In rz—LN , oder
2 P+ u 44, 2u,k
p * 1.”
a2 o
In 3 =1 In| r’— 3~ +C
P+ u 2 2u, k

Hierbei ist C die Integrationskonstante, die man noch bestimmen muss. Dies liefert dann bis auf die

Integrationskonstante die vorldufige Losung:

1
+ =
Pt b o3 '
P+ u 2u,k ’

die man noch nach p auflésen muss und iiber die Bedingung p(Rg) = 0 — der Druck an der Oberfléiche
der kugelformigen Masse soll verschwinden — ermittelt man die noch fehlende Integrationskonstante.

Das Ergebnis fiir den Druck ist:

¢ 2-r-l):
k p, 3
p(r) = ”0 ) 3 1
1-C - | =—-r" |?
k p,
Dies ergibt:
und damit fiir die Integrationskonstante:
1
C %—RZG 2 — %
Hy
p(RG) = Ho - 3 1 =0
1-C - | =—-R; |?
k p,

und damit fiir die Integrationskonstante:
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C = 1 :
3 - Ni—Ré 2
k p,
Fiir r=0 ist die Losung nicht singuldr und man erhdlt:
3 3 1 R? 1
"l Fm ) T3 | ke )
p(0) = my - el = 11
1-C ~— |* 3 1-kp,—< |2 -1
k’.lo I'lO 3
2 1
Der Nenner wird positiv, wenn 3 - l—kpoTG 2 > 1 ist. Dies liefert als eine

notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Sterns mit konstanter Energiedichte die Abschdtzung:

R>&-M.

4c°

Verbindet man die duliere und die innere Schwarzschildmetrik durch die Forderung, das beide stetig
2G-M

2
C

ineinander iibergehen, so haben wir den Schwarzschildradius zu Rg= bestimmt, was nach M

R,c’
aufgelost M= 2SG ergibt. Damit liefert dies eine Abschdtzung fiir den Radius eines Sternes mit

konstanter Energiedichte zu:

Dies ist eine Obergrenze fiir den Radius stabiler Sterne.

4';” o r p+ M
3. Die Berechnung von ® = Ez g mit der oben gefunden Gleichung fiir ist
c
r- ( r—ZAZG
c

sehr aufwendig. Allerdings kann man iiber die geforderte Stetigkeit auch einen einfacheren Zugang zur
Losung der Schwarzschildmetrik
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2 . czdt2+#2 dr*+r’d Q?
1_ s

r

@ w

gewinnen.
Dazu betrachten wir die Metrik fiir die dullere Schwarzschildldsung, die wir schon hergeleitet hatten:
2 r 2 4,2 1 2 2 2
ds" = —| 1—-2] - c°dt +—rdr+rd9

r L5
r

und machen folgenden Ansatz fiir die Funktionen ®,A im Ausdruck
1 1

2 2 2 2 2 2
ds® = —c¢" - —gdt" + —dr + r'dQ
e e
_2A(r) ) re oo B |° r
e 91—Arg—1——e 9 — =1 - —
I pC I

Dabei ist r, der Schwarzschildradius und r, der Radius der kugelférmigen Masse mit homogener
1

r r >
Massenverteilung. Die Losungen fiir A, B sind: A=— und B = pctl  1-= > mit der
ry ry
Konstante « = BJZG aus den Einsteinschen Feldgleichungen und dem Schwarzschildradius
c
3r
r, = ZA{G in Newtonscher Ndherung ergibt sich pc’ = —g und damit ebenso:
c Kr
q
3ry re |3 , : : i}
B =—" 1—— . Mit A erhalten wir die Lésung:
Kr, Iy
rZ
e_ZA(r):l — Arf =1 — 53 und damit einen Teil der Schwarzschildmetrik. Die Gleichung
Iy
p.=—@,(p+u) liefert: ( Pir )=—<I>|r und Integration dann: —®=In(p+u)+K . Dies
pru
-K
ergibt e ®=e*(p+u) oder e®= e+ mit u=c’-p . Dabei gilt gemiB dem Ansatz: e “=B .
ptu

Wir erhalten somit e®=p% . Setzen wir in die Gleichung die Werte fiir B und fiir den Druck ein,

den wir schon hergeleitet haben, dann liefert eine Rechnung als Ergebnis:
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N =

20 ]
D ‘5

Iy

1 —

3,
2

|
N

Dies ist der andere Teil der Schwarzschildmetrik, den wir als innere Schwarzschildlésung bezeichnen.

This view from the Mast Camera (Mastcam) on NASA's Curiosity Mars rover shows two scales of ripples, plus other
textures, in an area where the mission examined a linear-shaped dune in the Bagnold dune field on lower Mount Sharp.

The scene is an excerpt from a 360-degree panorama
acquired on March 24 and March 25, 2017, (PST) during the 1,647th Martian day, or sol, of Curiosity's work on Mars,
at a location called "Ogunquit Beach."

Crests of the longer ripples visible in the dark sand of the dune are several feet (a few meters) apart. This medium-scale
feature in active sand dunes on Mars was one of Curiosity's findings at the crescent-shaped dunes

that the rover examined in late 2015 and early 2016. Ripples that scale are not seen on Earth's sand dunes. Overlaid on

those ripples are much smaller ripples, with crests about ten times closer together. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS/SSS

Zitat: Mache die Dinge so einfach wie méglich. Aber nicht einfacher.*

62 Albert Einstein
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5.4 Die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik oder der Raum
expandiert

Man betrachtet eine Metrik der Form g;=0 firr i#j , sodass nur g; fiir die Berechnung des
Ricci-Tensors infrage kommt. Wir bezeichnen diese Metrik als Diagonalmetrik. Die inverse Metrik ist

dann auch eine Diagonalmetrik g" =1 . Die Christoffelsymbole ergeben sich dann iiber:

o’x' oq
0q”0q° 5 X'

B
r,,6 =

oder beziiglich der Metrik aus:
ngb - 1 sr ( agar + agbr _ agab )

29 dq oq" oq
Daraus kann man den Riemannschen Kriimmungstensor berechnen:
R’—ar_ilk_aiili*.r".rl_rh.r’
ijk aq j aqk ik h j ij h k

Durch Tensorverjiingung erhdlt man den Ricci-Tensor der Einsteinschen Feldgleichungen:

1
Rik - R ilk
or,' or,
Rlilk = 6qlk - aqkl + Fihk : rhll - rihl ' rhlk

agar_i_agbr_agab

09a1, 9951 9Ga
oq" aq° oq

oq" 0q" oq'

09a2, 99p2  Oay

| |
i = do | Ll fn
| |
| |

0q" 0q" oq

agar_'_agbr_agab )

F3 lg3r . ( agar_|_agbr_agab
ab —

— 3 _ 1 33 09as  0Gps OGas

2 b a r 1_‘ab - 29 b + a 3

dqg 0q 0q oq° 0q" 0q

I—wai — %gh agar_’_agbr_agab Fat — ]_g44 8ga4+ﬁgb4_6gab

oq" 0q" oq oq" oq"° oq°
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1
Fab
1 4,0 1 4,0 1 40 1 40
Lgn 9111 L 9121 Lgn 9131 Lgun g;l
1 109u 1 1092 0 0
2 aqz 2 aql
1 109u 0 1 1093 0
2 6q3 2 aql
lgll 09, 0 0 1 109u
2 6q4 2 6q1
T 2
ab
1 »04gy 1 »09x» 0 0
27 aq° 27 aq'
1 »09y 1 %00y 1 200y 1 %00y
2 aql 2 aqz 2 aq3 2 6q4
0 1 »09» 1 5095, 0
2 6q3 2 6q2
0 1 209y 0 1 2094
27 9q* 27 8¢
3
Fab
1 1309u 0 lg336933 0
2° o¢° 27 oaq'
0 1 1309 lg336933 0
2 6q3 2 6q2
1 13005 1 13095 1 13005 1 130035
2 6q1 2 6q2 2 6q3 2 6q4
0 0 1g33aga3 1 1309w
2 6q4 2 an
F 4
ab
1,00 0 0 1 wd9u
2 aq4 2 aql
0 _1,u09» 0 1 109u
2 aq4 2 aqz
0 0 1 140935 1 1094
2 6q4 2 aq3
lguagu 1 14094 19446944 1 4094
2 6q1 2 aqz 2 6q3 2 aq4
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Eine Vereinfachung ergibt sich, wenn man Folgendes annimmt: g,,=Konstant , g¢,=g,(q',q’) ,
913=9x(q',q°) wnd  g,=gu(q',q’,q°) mit den Raumzeitkoordinaten: (q',q%q°,q") ,
wobei q' fiir die Zeit steht..

T 1
ab
0
1 109y
2 aql
0 0 1 11093 0
2 6q1
0 0 0 1 1094
2 aql
F 2
ab
0 1 »09» 0 0
2 6q1
1 209y 1 %06y 0 0
2”7 9q' 27 aq’
0 0 1 2093 0
2 aqz
0 0 0 1 2094
2 aqz
T 3
ab
0 0 1 3095 0
2 6q1
0 0 1 13095 0
2 6q2
1 3095 1 3095 0 0
2 aql 2 an
0 0 0 1 13004
2 6q3
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4
Fab
0 0 19446944
2 6q1
0 0 1 2094
2 aqz
0 0 1 100y
2 aq3
l 446944 lgMagM l 446944 0
2 aql 2 aqz 2 6q3

Als Beispiel einer solchen Metrik kann man die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik
betrachten. Um sie herzuleiten, beschreibt man einen Punkt P auf der Kugeloberflédche.

durch die Koordinaten (r',®,®) .Dadurch ergibt sich fiir die kartesischen Koordinaten:

. 2 12
x,=r'-cos® x,=r'"-sin® x3=\/R—r

Man erhdlt folgende neuen Basisvektoren:

—

V,=cos®-¢€,+sind e, —

und fiir den metrischen Tensor:

V,=—r'-sin®-¢,+r'-cosd e,
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1+—— 0 0 )
R —r' 2 2, 42 312
g; = 5 oder ds"=———dr'""+r'"°d®
0 r'- 0 R —r’
0 0 0

als zweidimensionale Metrik. Fiihrt man rzizsma) €[0;1] ein, so ergibt sich eine weitere
Vereinfachung:
ar’

1-r
Geht man analog fiir die dreidimensionale Sphére vor, erhélt man als Linienelement:

ds’=R’ -

+ r’d®’ )

2

2
dsZZRZ-(%HZd ©’*+r’sin’©d ®°)
—r

Daraus ergibt sich die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik wie folgt:

2
ds*=c’dt’— Rz(t)-(%+r2 dO’+r’sin’®@d ®*) .
— -r

Dabei gibt der Parameter k = 1 an, dass es sich um einen geschlossen Raum handelt. Der Parameter k =
0 gibt an, ob es ein flacher Raum ist, und k = -1 gibt an, ob es ein hyperbolischer Raum ist. Die

Koordinaten entsprechen der Reihenfolge (q', q°, ¢°, q¢*) = (¢, r, ©, @)

Fir r’(d@®’ + sin’@d®*) schreibt man kurz: r’dQ’® und erhélt damit die kompakte Form:

dr’

1-k-r

+r’d Q°

2

ds* = d* — R¥(t) - (

Fiir den flachen Raum (k=0) ergibt sich damit:
ds’=c’dt’— R*(t)-(dr’+r’d Q°)
Fiir den geschlossenen Raum (k=1) ergibt sich mit r= sin( a))
ds’=c’dt’— R*(t)-(d o’ +sin’( ) dQ°)
Fiir den hyperbolischen Raum (k=-1) ergibt sich mit r= sinh( w)

ds’=c’dt’— R’(t)-(d &+ sinh*( @) dQ?)
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. —R*(t )
Man erhidlt: g, =c* k(z gu=—R*(t)-r"  gu,=—R*(t)-r’sin’®
— -r
1
T .
0 0 0 0
0 R'(t)R(t) 0 0
cz(l—krz)
0 0 R'(t)R(1)r’ 0
CZ
0 0 0 R'(t)R(t)r’sin’®
CZ
2
rab
0 R'(t) 0 0
R(t)
R'(t) kr 0 0
R(t) 1—kr?
0 0 —r(l—krz) 0
0 0 0 —rsin’@(1-kr’)
3
rab
0 0 R'(t) 0
R(t)
0 0 1 0
r
R'(t) 1 0 0
R(t) r
0 0 0 —sin© cos ©
4
Fab
0 0 0 R'(t)
R(t)
0 0 0 1
r
0 0 0 cot®
R'(t) 1 cot® 0
R(t) r

Die Berechnung des Ricci-Tensors erfolgt iiber:
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R _arilk_arill h

or,, oar,
ilk— I L k'rhll_rihl'rhlk Ru:RI =—— s !
0q 0q

1 h 1
+F1 1'rh 1_r1 l'rh 1

1117 aql aql
or, . —or, R'(t
an11= fiir alle 1, 6q1“:_3% R((t)) , I')y=0Vh>r/,T,,=0 , T,/ T/;=0,
2 2 2
R'(t R'(t R'(t
r' T, = R((t)) , T Ty = R((t)) ) r'r), = R((t)) und
damit:
orl__ o k() _ [ RW ] R0
" aq ot R(t) R(t) R(t)
R11:_3R”(t)
R(t)
or,, ar,
R ,= 112 - 1z""Flhz'rhll_r1hl'rhl2
oq oq
arllz arlll_ 1 I 1 1 2 I 2 1_2R'(t)
Gq' - aqz =0 + Iy ,»-I'y )~ Ty ,=0 + T, I, =T, T, Z_W +
R'(t R'(t
+ I‘132'I‘3II_I‘131'F3’2=_R(t()_)r + I‘142'r41I_I‘141'I‘412=_R(t()_)r
R ;,=R, =0
ar,, ar, ar,, ar,
R,= 1301, I+r1h3'rhll_r1hz'rh’3 R,= 13 01y, h I

6q1 6q3 6q1 6q3 +F1 3'rh 1_r1h1'rh13
or,; or,,
6ql 6q3

=0 + I-‘113'1-‘111_1-‘111'1—‘113=0 + I-‘123'1-‘21I_Flzl'r‘zla:() +

R\t R'(t
+in%T;Frfﬂgf:Ré;TM® ’ H:TJFFﬂJYf:_Ré;

-cot®

or,, ar,,
R14: [ 4
0q 0q

h 1 h 1
+F1 4'rh 1_r1 I'Fh 4
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1 1

ory , _ ory
0 q' 0 q4

+ I‘134'I‘3II_I‘l?’l'ral4=0 + I‘144'1141 ,—F14,-F4I =0

=0 + I‘114'I‘111_I‘111'F114=0 + I‘124-I‘211—I‘12,-I‘214:0 +

R,,=R,=0
I YN]SR

I
R ;= aql 6q3 +0, 5 Ly =1, Ty,
0T, 0T,

an 6q3

+ rzhs'rhll_rzhl'rhl3=%'COS®—%-C058=0

R23 :R32: 0

_oT,, oT,,

h i h 1
+F2 4'rh 1_r2 l'rh 4

h i h i
R34 aqz 2 4 r3 4 1—‘h 1_r31'rh4
or, T,
314 341 =0 r3h4'rhll_r3hl'rhl4 = 0
0q oq

R,,=R ;=0

Damit erhdlt man folgendes Zwischenergebnis:

SR 5 g
R(t)
R, = 0 R, 0 0
0 0 R, O
0 0 0 R,

or,, or,
= 6;12_ aqzzl'*'rzhz'rhll_rzhl'rhlz

R22
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aT,, 8r,, R"(t)-R(t)+R*(t) 2 Rt
R,,= aqz’z_ anZ'z (k) 5 r;z.rl’,—r;,.rl’zzz.cz(T(k)rz)
2k R"”(t 1
+ r222'r211_r221'r212=l_er_CZ(l_(kiz) + rzaz'rsll_rzal'rslz:_F +
+ I‘242'F4II_F241'F412=_%
r —RU(OR()+2R"(t)+2ke* _-R(t)  »_1-kr’
= c(1—kr?) 2710k 9 TR
R R''(t)R(t)+2R"(t)+2ke’ _ R"'(t)R(1)+2R *(t)+2kc* 1—k-r’
2= F(1—kr) (1—kr?) “®() 72
""(t)R(t)+2R"*(t)+2kc’
R, =- R R ke
2 1R''(t) R*(t) kc’
R,=—— | = + + .
2@ | 2R R() R
Analog zeigt man fiir die beiden letzten Eintrage des Ricci-Tensors:
2 1R''(t) R™(t). kc
R ,=—— - | = + + .
=Te | 2RO TR TR |
2 '1R"(t) R*(t) . kc
R, =—— ]| = + + .
44 CZ l 2 R(t) Rz(t) Rz(t) | g44
Damit hat der Ricci-Tensor folgende Gestalt:
SRR
=20 0 0 0
2[1R(e) R*t), ke
' -[z—ra—umlg ' i
i =
0 0 ri[ __"T e 0
rf .3{ cl
0 0 0 _%[%RR_{SLTF_{:)L ;{r) i

Wir konnen also folgenden Ausdruck fiir den Ricci-Tensor schreiben:

g, 0 0 O

Rij:ﬁijogij: 0 9n 0 0 © (Ny> mit
0 0 gy O
0 0 0 gy
3R 0 0 0
& R(1)
0 _2J1R"() R*(1), ke : .
7 = c’|2 R(t) R*t) R(r)
17" ; ; _2[1RV() RO ke
2 j R R”'r

R(t) R{r

0 0 0 [ R R ke
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Der Ricci-Skalar R ist die Tensorverjiingung von  R,’=¢" R, =spur ﬁ',.j . Damit erhdlt man:

6 R"(t)+R'2(t)+ kc’
¢’ R(t)  R*(t) R(t)

Die Einsteinsche Feldgleichung lautet dann in der erweiterten Form mit der kosmologischen
Konstanten:

87 G

1 —
R; — SRg; + Ag; = g T;
Fir R,; erhdlt man dann folgende Gleichung:
1 8-7G
R11_ER911+A911: - T,
R'! R” er 2 p—
-3 (t) + % : <t)+ z(t)+ kzc c’ + Ac® = 87r4G - Ty,
R(t) c R(t) R*t) R(t) c
R™(t) kc? » _ 8nmG
—+ + Ac” = - T
R*(t) R(t) ¢ "
pc® 0 0 0
Fiir den Energie-Impuls Tensor hat man: T, = g g 2 g
0 0 0 p
Multiplikation mit g;; liefert dann:
pc’ 0 0 0
R*(t)
0 - 0 0
T, = pl—k~r2
0 0 —pR*(t)r? 0
0 0 0 —pR(t)-r’sin’®
Dies liefert:
R"™(t) _ 8-:r-Gp _ kc® _ AC a
R (1) 3 () 3

Die nicht lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung kann man zu einer Differenzialgleichung 2.
Ordnung umformen.

1 _8-7-G R,, 1 _8-m-G
R,, - ERgzz + Agy, = - Ty E - ER + A= - p
2 2 " 12 2
_% 1R(t) | R2(t) N kZC . % R"(t) , R2(t)+ kf _ —8'”'?p—/\
c 2 R(t R(t)  R(t) ¢ R(t) R*(t) R(t) c

175/ 308



Relativititstheorie Version 1.2

1 R"'(t) R"™(t) kc’ 8:1-G
— 2 + + = — -A
= R(t)  R(0) | R) -~
T 12 2
R (t)+R2(t) _ _8~n-§}p_ kzc A
R(t)  R*(¢) c R*(t)

R(t) 3 7 R() 3

R*(t)_8xG _ kc* _Ac’

Subtrahiert man von der unteren die obere Gleichung, so erhdlt man eine Differenzialgleichung 2.
Ordnung:

Die beiden Differenzialgleichungen (1) und (2) bezeichnet man als die Friedmann Gleichungen, iiber
die man das Hubble Gesetz und die Entwicklung des Universums ableiten kann.
Die Friedmann Gleichungen werden in der Literatur wie folgt angegeben:

R*(t) _8-x-G k c? Ac

= — + 1
R - s 7T R@" s v
R''(t) 4 -G 3p 1 2

= - —= —A - 2
R(1) 3 o + o2 + ) c (2)

Das negative Vorzeichen bei der kosmologischen Konstanten in den hier hergeleiteten Gleichungen
kommt daher, dass die Einsteinsche Feldgleichung mit

8mG

4 i
C

1 _

angegeben wurde. Schreibt man die kosmologische Konstante auf die rechte Seite der Gleichung

1 _8-nG
Rj—7 Rg;= o T;+Agy

so erhdlt man die in der Literatur angegeben Gleichungen.

Fiir eine spezielle Losung der Differenzialgleichung (1) definiert man die Hubble Funktion

176 / 308



Relativititstheorie Version 1.2

2 2
Damit geht Gleichung (1) iiber in H*(t)= B'Z'G p— ;zi )+ ABC . Man stellt sich die Energiedichte
t
pc’ immer homogen verteilt vor. Wegen der Energieerhaltung gilt deshalb zu allen Zeiten:
pR3(t) =p,R) . Dabei sind die GroRen mit dem 0 Index die momentanen Werte des Universums.

Multiplikation mit 1 ergibt:

Hy 872G kd  Ac’\_,28xG ke AC
H*(t)=— — + =H — + :
o 2 , 827G Ry ke’ Ac
Ersetzen von p= ergibt: H'(t)=H — +
. . _8xG Ac .y
Man fiihrt folgende Konstanten ein:  Q,,=———p, €,=-—— woraus man die Gleichungen
3H, 3H,
Ry kc’

erhélt. Fiir t = ty erhdlt man:

Rg kC2 . 2 2 .
2+QA) mit H(t0)=H0 und R(t0)=R0 ergibt das:

Hz(to)zH(Z)(QM R3(t0)_ Rz(to)Ho

2 2
1=QM—%+QA oder: kzc ;=Qy+Q,—1 . Damit hat die Friedmann Gleichung die Form:
0°70 ROHO
R; R;
H(t) = H| Q,—5~+(1-Q, - Q) +Q
( ) 0 MRg(t) ( M A)Rz(t) A

Fiir ein flaches Universum ist k=0 und damit €2,,+€,=1 | sodass gilt:

R3
H(t) = H| Q,—~ + Qa 3)

R*(t)

Diese Gleichung kann man durch Trennung der Variablen direkt durch Integration 16sen:
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R3
H’=Hy(Q,—+Q,) liefert: dt = dr - und damit .
R Qy Rg 2
H QR - (Q_AEH)
dr R) 3
R - H, - (QM;(;"'QA) *dt
Damit hat man, wenn die Differenziale getrennt werden: dt = dr - "
Q, R 2
HyWQ,R - | (Z2=2+1) )2
QA
" - R, R, R’ )
Man fiihrt folgende Substitution durch: =7 R=—  dR=——dz und erhilt:
z 0
di=— "Zg : (i).
HpQ,z - ( (=1 2°+1) ) 2
QA
Q 3 Q
Eine  weitere  Substitution u = Q—Mz3 + 1| *  liefert 2’=22(u’~1) und  damit
A M
2 1
zzz[&(uz—l)]3 bzw. z=[&(u2—1)]3  Weiterhin ist: dz=—> 4
QM QM 2 Q Q 2
_M[_A(uz_l)]3
QA QM

Einsetzen in (i) ergibt dann ein elementares Integral, das man durch Partialbruchzerlegung integrieren

kann:
2 1 1 1 1
dt = — = — . — . d
3H,VQ, -1 3H,VQ, (u+1 u—l) “
1 u+1
t—t, = — —1
0 3H,VQ, “( u — 1 ) (i)
Q 1
Daist u :( M1 |7 gilt .
QA
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Qy ) :
=+ 1 * 1 —a—
g am oL iy ( 2 —— Q7 +Q,+/0, Vi~
P 3HNQ, B ; 3HVQ, | Yo, 740,V V2
EAZ + 1 —

t—t, = —mlﬂ Jora. o "R, Heute gilt: R=R, und
damit erhalt man fiir das Alter des Universums den Schitzwert:
toz—l . ‘QM+QA+\/Q—A

3 Ho \/EA \ QM + QA - \/Q'TA

. 1 1 1+,
=—— — . In
" 3HQ, 1-/Q,

1 \/QM+QAZB+\/§A\/F) . IR
mit z =

. mit der Annahme €, +Q,=1 liefert das:

(iii)

Als Losung der Differenzialgleichung erhdlt man: R(t) =R, - o mit
A

QMsinhz(a)t)) 3

3H,VQ, '
w= ﬁ . Fiir die Hubble Funktion H(t)= R'(1) ergibt dies:
2 R(t)
H(t)=H,VQ, coth(wt) (iv).

. g . . 1 30856775814914 6
Mit H,=67,15km/s/ M, h die Hubble Z —= 10°=14,5613
it 0 ,15km/s/ Mpc ergibt sich die Hubble Zeit H.~ 67,15-3600-24-365,25

Mrd. Jahre . %

Die Werte fiir die Dichteparameter sind: ,,=0,315+0,013 und €,=0,685+0,013 .*

1 a( 1+4/0,685
340,685  1—+0,685
Fiir das Alter unseres Universums liefert das den Schdtzwert von: 13,8473 Mrd. Jahre.

Als Skalierungsfaktor erhélt man nach (iii): ~0,950985 )

R 2 t s 2 2

> ( )= 87G o— l;c + Ac hat eine einfache Losung, wenn wir ein
R(t) 3 R*(t) 3
leeres, flaches Universum voraussetzen. Dann gilt: p=0 und k=0 . Man erhdlt dann die
Differenzialgleichung:

Die Friedmann Gleichung

63 https://de.wikipedia.org/wiki/Hubble-Konstante#Hubble-Zeit
64 https://de.wikipedia.org/wiki/Dichteparameter

179/ 308


https://de.wikipedia.org/wiki/Dichteparameter
https://de.wikipedia.org/wiki/Hubble-Konstante#Hubble-Zeit

Relativititstheorie Version 1.2

Mit Trennung der Variablen liefert das:

din(R(1)) :( Act )Mu

Durch Integration ergibt sich:

._.
=
—
=
VS
—~
SN——
N—
1l
S
wia
N
N ——
N | =
~

und damit als Loésung:

2
R(t)ze ’
A |3
Da die Hubble Konstante Ho:( ) 2 in diesem Fall ist, kann man auch R(t)=e™"

schreiben.
Man nennt diese Losung der Einsteinschen Feldgleichungen das De-Sitter-Modell.*® Dabei handelt es
sich um eine flache, immaterielle Raumzeit mit einer positiven kosmologischen Konstante A

1928 richtet Edwin Hubble im Mount Wilson Observatorium das damals beste Teleskop auf entfernte
Galaxien. Dabei entdeckt er, dass das Licht von entfernten Galaxien rot verschoben ist. Er folgert
daraus, dass die Galaxien sich von uns weg bewegen, und zwar umso schneller, je weiter sie weg von
unserer Heimatgalaxie sind. Nur nahe Galaxien, wie z. B. der Andromeda Nebel, bewegen sich auf die
MilchstraBe zu, weil die Gravitation dafiir stark genug ist.

Daraus folgert er, dass vor langer Zeit die Galaxien nahe beieinander gewesen sein miissen. Ein
belgischer katholischer Priester — Georges Lemaitre — geht anders an die Sachlage heran. Er benutzt die
oben dargestellte Metrik und die Einsteinsche Feldgleichung, um daraus zu folgern, dass sich der Raum
im Laufe der Zeit ausgedehnt hat und sich in Zukunft auch weiter ausdehnen wird. Heute weifl man,
dass es keinen Umkehrpunkt fiir die Ausdehnung gibt. Der Raum wird sich also in Zukunft nicht mehr
zusammenziehen. Man hat sogar durch weitere Messungen entdeckt, dass die
Ausdehnungsgeschwindigkeit des Raumes sogar eine beschleunigte Ausdehnung ist. Der Grund fiir
Hubbles Beobachtung ist also der sich vergréllernde Raum, der die Lichtwellen auseinanderzieht und
damit langwelliger macht — also fiir sichtbares Licht in den roten Teil des Lichtspektrums verschiebt.
Lemaitre folgerte daraus, dass der Raum des Universums einmal sehr klein war, kleiner als ein
Atomkern, und dass sich das Universum durch die Freisetzung von Energie spontan ausgedehnt hat.
Die Folgen der Ausdehnung miissen also heute noch sichtbar sein. Hat es zu einem sehr friihen
Zeitpunkt des Universums schon Licht gegeben, dann hat sich die Wellenldnge dieses alten Lichtes so
weit vergrofert, dass dieses Licht heute im Mikrowellenbereich detektierbar sein miisste. Tatsdchlich

65 https://de.wikipedia.org/wiki/De-Sitter-Modell#Mathematisches
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fanden die beiden Physiker Arno Penzias und Robert Wilson 1964 den Beweis fiir diese Hypothese. Sie
entdeckten mit einer geeigneten Antenne eine Mikrowellenstrahlung, die in allen Richtungen
vorhanden war. Damit war der Beweis erbracht, dass unser Universum einst in einem Big Bang
geboren wurde.

Es gibt unterschiedliche physikalische Ursachen fiir die Rotverschiebung:

® Bewegung einer Lichtquelle
® Rotverschiebung durch Gravitation
® Kosmologische Rotverschiebung
Bezeichnet man mit A, die Wellenldnge des von einer fernen Galaxie emittierten Lichts und mit

A, die Wellenldnge des auf der Erde beobachteten Lichts, dann hat man folgende Beziehung:

Da das Licht mit der Wellenldinge A, zum Zeitpunkt ¢, und das absorbierte Licht zum jetzigen

e

Zeitpunkt t, empfangen wird, gilt mit dem Skalierungsfaktor 1=R(t,)

a

fiir die Rotverschiebung.
Ich werde im Kapitel Schwarze Locher noch einmal auf die Rotverschiebung zuriick kommen. Man
kann diese iiber den inversen Metriktensor berechnen. Dabei wird einmal das Frequenzverhdltnis

fa

A
K= f_ oder das Wellenldangeverhéltnis k= )\—“ betrachtet mit f:% .

This view of nearly 10,000 galaxies is called the Hubble Ultra Deep Field. The snapshot includes galaxies of various
ages, sizes, shapes, and colours. The smallest, reddest galaxies, about 100, may be among the most distant known,
existing when the universe was just 800 million years old. The nearest galaxies - the larger, brighter, well-defined spirals
and ellipticals - thrived about 1 billion years ago, when the cosmos was 13 billion years old. The image required 800
exposures taken over the course of 400 Hubble orbits around Earth. The total amount of exposure time was 11.3 days,
taken between Sept. 24, 2003 and Jan. 16, 2004. Credit: NASA, ESA, and S. Beckwith (STScl) and the HUDF Team

181 /308


http://www.stsci.edu/
http://www.esa.int/
http://www.nasa.gov/

Relativititstheorie Version 1.2

5.5 Der De-Sitter-Raum und der Anti-De-Sitter-Raum®®

Der De-Sitter-Raum ist also eine Losung der homogenen Feldgleichung. In beliebigen Dimensionen n
gilt dann:

1 _
RU_E g;+Ag;=0

Umstellen liefert:

1
Rij:(ER_A)gij

Der Ricci-Tensor ist also ein Vielfaches des metrischen Tensors. Multipliziert man die Gleichung mit
ij

g’ , so erhdlt man:
i1 j
R'=(ZR-A),
2
Tensorverjiingung liefert dann:
R:n(lR—A)
2
Auflésen nach R ergibt:
A:E_B:R(l_l):Rn_z
2 n 2 n 2n
R=-21A
n—2

Gesucht sind also Mannigfaltigkeiten, die einen konstanten Kriimmungsskalar R haben. Dazu
betrachtet man die Abbildung

f:R™ >R
f(x)==xo+ 2 x;
i=1

Fiir ein konstantes r heift die Hyperfliche S}(r)=f'(r’) der n-dimensionale De-Sitter-Raum. Man
muss nun iiber die Metrik den Ricci-Tensor und somit den Ricci-Skalar berechnen. Dazu benutzt man
Verfahren aus der Differenzialgeometrie, um die umstidndlichen Berechnungen iiber die Tensoren zu
vereinfachen.
Es existiert ein Diffeomorphismus von S}(r) nach RRxS"""' , der wie folgt definiert ist:
(I)r(xo’)A():(Xo,ﬁ) bzw. (D:1<YO,)A’) :(YO,\/r2+X(2)'}A’)
0

66 https://de.wikipedia.org/wiki/De-Sitter-Raum

182 /308


https://de.wikipedia.org/wiki/De-Sitter-Raum

Relativititstheorie Version 1.2

Abbildung: Zweidimensionaler De-Sitter-Raum, gemeinfrei, Giinter Opitz-Ohlsen
Der Gradient der Abbildung f oder der Normalenvektor zur Hyperebene, die durch ~ S}(r)=f""(r’)
beziiglich der Minkowskimetrik g gegeben ist, lautet:

gV (f)=grad(f)=(2x,2x, ...,2x,) (Gradient und Metrik).
Die Léange des Normalenvektors beziiglich der Minkowskimetrik ist dann:
lgrad (f)'=—4xi+4x>+..+4x2=4r"

Dies liefert fiir den Normalen-Einheitsvektor:

~ 1
N=—
5~ grad(f)

Ist H ein Vektor aus dem Tangentialraum der Hyperebene, dann gilt fiir ein Vektorfeld V auf der
Hyperebene: o _ ~
D,V=H:(VeV)=J,-H .
Dabei ist J; die Jacobimatrix des Vektorfeldes V .Setztman V=N , so liefert die Abbildung:
W(H)=D,N=J;-H

wegen D <N,N>= <2DHN N>=0 , dass Dﬁ]_\? LN und damit eine Abbildung
W:T(Si(r ))—>T( "(r));W(H)=D,N definiert  ist.  Diese  Abbildung  nennt  man
Weingartenabbildung. Da Dy N=J & -H gilt, muss man die Jacobimatrix des Vektorfeldes

N=-

oF 2X0,2X,..., )

w|b—\

(X¢,X,...,X,) berechnen. Man sieht sofort, das J 5= % E
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gilt, wobei E hier die Einheitsmatrix bedeutet. Damit ist die Weingartenabbildung durch:

W(H)==H

N | =

gegeben.

Hat man eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und hat der Tangentialraum eine Dimension groRer als
Eins, dann kann man die Fliche des Parallelogramms, die durch zwei Tangentialvektoren @ und
v aufgespannt wird, iiber die Formel:

N =

[ 9(¥.,%) + g(@,d) - o(v.,u) )

berechnen. Dabei ist g die Metrik auf dem Tangentialraum. Man kann dann zeigen, dass die Grofe

nur von der Ebene abhingt, die durch die beiden Tangentialvektoren @ und Vv aufgespannt wird,
aber nicht von der Auswahl der Tangentialvektoren, die dieselbe Ebene aufspannen. Man nennt diese
GroBe die Schnittkriimmung.®’

Die GroRe R(ii,v)V ist der Riemannsche Kriimmungstensor, der in der Differenzialgeometrie wie
folgt definiert ist:

R(@,9)w=V;Vsw -V Vi = Vig

Dabei ist das Symbol 'V der Zusammenhang®® der Mannigfaltigkeit und das Symbol [. , .] entspricht
der Lie-Klammer®. Diese Formel stimmt mit der schon iiber die Christoffelsymbole erwihnte Formel
fir den Riemannschen-Kriimmungstensor iiberein. Der Zusammenhang ist dabei iiber die
Christoffelsymbole gegeben.

Nun ist S}(r) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, die in den IR"*' eingebettet ist.
Dann lésst sich der Riemannsche Kriimmungstensor iiber die Gaul8-Formel berechnen:

REV(X,¥)Z=RY (X,V)Z+g(W(¥),2)W(X)-g(W(X),Z)W(7)

Dabei steht das Symbol g fiir den metrischen Tensor. Mit der Weingartenabbildung W fiir ~ S7(r)
erhdlt man dann als Ergebnis:

67 https://de.wikipedia.org/wiki/Schnittkr%eC3%BCmmung#Beziehung zur gau%C3%9Fschen Kr%C3%BCmmung
68 https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannscher Kr%C3%Bcmmungstensor,

https://de.wikipedia.org/wiki/Zusammenhang (Differentialgeometrie)
69 https://de.wikipedia.org/wiki/Lie-Ableitung
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1 > >, > o> o, >
;(g(Y,z>X—g<X,z>Y> :

RO(X,Y)Z=

In der Formel fiir die Schnittkrimmung kann man jetzt den Zéhler berechnen. Dies liefert:

9(R(5,9)7,8)="51g(7.9)g(1,0)~g(,7)g(v,1)]=5(g(7.9)g (i) g (8, 7))

Dies entspricht dem % fachen vom Nenner in der Schnittkriimmung. Deshalb hat man fiir den De-
r

Sitter-Raum eine konstante Schnittkrimmung:

Der Ricci-Tensor ist die Tensorverjiingung des Riemannschen Kriimmungstensors. D. h.:
ric(X,Y)=), g(R(X,e/)e,,Y)
i=0

mit ¢=g(e;,e;) und einer Orthonormalbasis { ege, ...,e, } . Nach der GauR-Formel ergibt dies:

ric(X,7)=2Y eglgle,e)X—g(X,e)e, V)
=

r i=o
N 1 - - - - n— [N
T'lC(X,Y):? ng (X’ Y)_g(X) Y)): l"2 g(X’Y)
Daraus erhalt man fiir den Ricci-Tensor, dass dieser ein Vielfaches des metrischen Tensors ist:
n—1
R="""9; .
r

Der Ricci-Skalar ist dann durch

R= n( nz— 1)

r
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gegeben.

2n2 A . Hierbei steht das Symbol R fiir

Die kosmologische Konstante erfiillt die Gleichung: R=

den Ricci-Skalar. Man erhalt:

und damit

Der Anti-De-Sitter-Raum wird durch die Hyperflache der Abbildung:
f:R™ 5 R:x>—x;—x{+x;+..+x, induziert: Hj(r)=f"'(-r")

Der Anti-De-Sitter-Raum ist diffeomorph zu S'XR"™' . Der Diffeomorphismus ist durch:

X

2’\/r2+|(3<)

D, (x, x, X - ,X)

):(\/r2+|(3<)

@, (o 1 9)=(yo VP +(R)F, y VP[5, 9)

gegeben. Der Gradient ist derselbe wie beim De-Sitter-Raum. Beziiglich des metrischen Tensors g, mit
diag(g) ={-1, -1, 1, ..., 1} gilt:

g(grad(f),grad(f))=—4r* mit grad=g-V .
Dadurch dndern sich die Kriimmungen, die wie beim De-Sitter-Raum berechnet werden:

n 1
K(Hl) =
r
n—1
R; = 9
R = _n(nz—l)
r
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Der Anti-De-Sitter-Raum verfiigt iiber besondere physikalische Eigenschaften. Jedes Objekt, das man
wegwirft, kehrt wieder. Die Zeit bis zur Riickkehr ist nicht von der Stidrke des Wurfs abhdngig. Das
Objekt entfernt sich desto weiter, je kraftiger man es wegwirft, aber es kehrt stets nach der gleichen
Zeit zuriick. Licht entfernt sich unendlich weit, kehrt aber wieder nach endlicher Zeit zurtick. Der
Grund fiir dieses seltsame Phdnomen ist eine Zeitkontraktion, die mit der Entfernung vom Beobachter
zunimmt.

Der Anti-De-Sitter-Raum (AdS) spielt eine wesentliche Rolle in der holografischen Theorie. Sie geht
davon aus, dass es zu allen Zustdnden in einem Raum-Zeit-Gebiet eine dquivalente Beschreibung auf
dem Rand dieses Gebietes gibt. Dies bedeutet aber auch, dass der Informationsgehalt — alle mdgliche
Anordnung von Teilchen und deren Feldern — bei der Gravitation keine lokale GroRe ist, weil dieser
dann proportional zum Volumen eines Gebietes wére.

Fiir die Theorie spricht die Entropie Schwarzer Locher. Das Flachenmal§ des Ereignishorizontes, der
durch den Schwarzschildradius gebildet wird, ist ein direktes MaR fiir die Entropie Schwarzer Locher.
Ein Schwarzes Loch ist eine Obergrenze fiir die Materiekonzentration in einem Raumgebiet und damit
auch die Obergrenze fiir die Entropie in einem Raumvolumen.

Ein besonders wichtiger Aspekt des Anti-De-Sitter-Raums liegt in der Korrespondenzvermutung
zwischen AdS und CFT — Conformal Field Theory. Unter einer Korrespondenz versteht man in der
Mathematik zwei Theorien, die dieselben Phidnomene beschreiben. Sie werden meistens durch
Kategorien beschrieben und entsprechenden Abbildungen zwischen den Kategorien, die man Funktoren
nennt. Was in der einen Theorie schwer zu beweisen ist, kann in der anderen Theorie leicht bewiesen
werden. Wichtige Theorien und Funktoren zwischen den Theorien liegen in der algebraischen
Topologie vor. Der Fields-Medaillen Preistrdger Peter Scholze versucht, {iber sogenannte perfektoide
Réume Zahlentheoretische Probleme zu l6sen.
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5.6 Das Godel-Universum oder die Reise in die Vergangenheit™

5.6.1 Die Metrik

Das Linienelement im Gédel-Universum ist gegeben durch:
er
ds’=a’ - | dt* — dx* + Tdy2 — dZ’ + 2€"dtdy 7l

Fiir die folgenden Rechnungen wurde das Programm Sage benutzt. Es handelt sich dabei um die Open-
Source Version des Mathematikprogramms Maple, das man kostenpflichtig erwerben kann.

Das entsprechende Handbuch fiir Sage findet man unter:

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/index.html

Entsprechende Beispiele sind unter:

https://nbviewer.jupyter.org/github/sagemanifolds/SageManifolds/blob/master/Worksheets/v1.3/
SM Friedmann equations.ipynb

zu finden. Hier wurden die Berechnungen von Kapitel 5.4 mit Sage durchgefiihrt.

version ()

'SageMath version 8.4, Release Date: 2018-10-17"

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')

fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var('a ¢ Lambda', domain='real')

g=M.metric()

gl0,0]=an2; gll,1]1=-anr2; gl[2,2]=anr2*exp(2*x)/2; gl[3,3]1=-anr2;
gl[0,2]=an2*exp(x); gl2,0]=anr2*exp (x)

latex (gl:])

a2 0 a2 0

0 —a? 0 0
a2 0 % a2e(22) 0
0 0 0 —a?

h=g.inverse ()
latex(h[:1)

70 https://www.wissenschaft.de/geschichte-archaeologie/ein-ganzes-universum-als-zeitmaschine/
71 REVIEWS OF MODERN PHYSICS VOLUME 21, NUMBER 3 JULY, 1949
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_55 a2 0
0 -5 00

o(-2) o(-22)
2a2 0 - 0 0
0 0 0 -1

nabla = g.connection()
latex (g.christoffel symbols display())

th = 1
t x
'y = %e
Fmty — %ew
PCC — le(QI)
2
Ricci = nabla.ricei()
latex (Riccil[:])
1 0 et 0
0 0 0 0
e 0 el22) 0
0 0 0 0

Riceci_scalar = g.ricci_scalar()
latex(Ricci_scalar.display())

r(g): M — R

Lo — 2

Der kontravariante Vektor hat beziiglich der Metrik die Lange 1. Seine kovarianten Komponenten sind:

g,-j-aj = (a, 0, a- e, 0) = U
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1
- a
el = 0
0
0
a@ 0 de' 0 1.0 e 0
. N 0 O 0 o 2 0 0 0 O 2
Es gilt: deu = = = d - R,
& uel ae’* 0 d’e* 0 a e 0 e o0 a v
0 0 0 O 0 0 0 O
Damit lasst sich die linke Seite der Einsteinschen Feldgleichung wie folgt schreiben:
1 1 o - 1
R, — -Rg; = — - u ® U——-g;
I 2 /] a2 2a2 j
Zusammen mit der rechten Seite der Einsteinschen Feldgleichung liefert das, wenn man c = 1 setzt:
1 o - 1 - -
S " u®u-——-9g;, =8 -nGp-u®uUu+ANA-g;
a 2a

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man die Losung mit:
1
?: 8- G-p und
A=—4-7G-p

(imeﬂr{weler’: worldline

(time—like curve)

Gl ==

r= constant ‘ et
hypersurface |*

Zeitreise in die Vergangenheit im Gédel Universum,
http://www.tydecks.info/online/themen_kosmologie paradoxien.html, Grafik von Istvan Németi, Judit X. Madardsz,

Hajnal Andréka und Attila Andai. Drehung der Lichtkegel entlang eines Weges von s nach h.
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5.6.2 Rotationssymmetrie

2x, 2 X,
ds’=a’(dx;— dxi+‘*T dx;—dx3+2e" dx,dx,) oder dsZ:az[(dx(,+exldxz)z—dxi—%-dxi—dxg]

Umwandlung der Metrik in eine rotationsfreie Metrik:

Man benutzt folgende Formeln” zur Koordinatentransformation in Polarkoordinaten:
e e""=cosh2r+cos @sinh2r
*  x,e"'=+2sin gsinh2r

@ XO—Zt
d tan (—+ =
(2 242

)=e *tan(

. X,=22

Mittels dieser Transformationen soll das Linienelement
2x1

ds* = a* - [ (dx, + e“dx,) — dx* — eT-dxg — dx}

in ein Linienelement umgewandelt werden, das keine Funktion von ¢ enthélt, also nur von

2X,
. . .. , e
Funktionen in r abhéngt. Wir berechnen zuerst den Ausdruck dxf+? -dx;

e dx,=2sinh 2r dr —sin @sinh 2r d ¢+2 cos ¢cosh 2 r dr

" dx,+x,e"d x, =v2 cos gsinh 2r d g+ 2+/2 sin grcosh2 r dr

e* dx,=2 cos gsinh 2rd g+2+/2sin gcosh 2r dr—x,e*d x,

¢"dx,=V2 cos gsinh 2 d g+22sin geosh2rdr — X,( 2sinh 2 dr — sin gsinh 2 r d ¢+2 cos gcosh 2r dr)

X

_ X, —X, [ s .
x,=x,e" e '=e "'/2sin gsinh 2r

¢"dx, =2 cos gsinh2 rd g+2+2sin gcosh2rdr —e ™ “+/2sin @sinh 2r (2sinh 2r dr —sin gsinh 2r d g+2 cos gcosh2r dr)

72 https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.21.447
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¢ dx,=e" (y/2 cos gsinh 2r d g+2 2 sin grcosh 2 r dr) —+/2 sin gsinh 21 (2 sinh 2 r dr —sin gsinh 2rd g+ 2 cos gcosh 2rdr)

& dx,=(cosh2 r+cos gsinh 2r (V2 cos @sinh2rd ¢+22sin gcosh2 rdr)— V2 sin gsinh 2r (2sinh 2r dr—sin @sinh 2r d ¢+2 cos gcosh 2r dr)
e”'d x,=+/2cos gsinh2r cosh 2r d g++v/2cos” gsinh*2r d g++2sin” gsinh*2r d g+ ..

............. +2+/2sin @cosh® 2r dr+2 V2 cos @sin gcosh 2rsinh2rdr ...

............. —2+/2sin @sinh’2rdr—2 V2cos gsin gsinh2r cosh2rdr

e’ dx, =2 cos gsinh 2r cosh2r d g+2 /2 sin dr++2sinh’2rd ¢

et dx§=(\/§cos @sinh 2r cosh2rd g+2+/2 sin ¢dr++2 sinh’2 rdtp)z

e*d x§=2 cos’ gsinh®2r cosh’2rd ¢# +8sin” g@dr’+2sinh* 2r d ¢*+8 cos gsin ¢sinh 2 r cosh 2 r drd g+...
............... 4cos @sinh®2rcosh2rd ¢ +8sin gsinh’2rdrd ¢

e*d x{=(2sinh 2 r dr—sin gsinh 2 r d ¢+2 cos gcosh 2 r dr)’

e’ d x§:4 sinh’2 r dr’+sin’ @sinh’2 r d ¢/+4 cos” gcosh’ 2r dr’+...

............... —4sin @sinh® 2r dr d g+8cos gsinh 2 r cosh2 r dr’— 4sin gcos @sinh 2r cosh2rdrd ¢

e’ d xi+%e4x‘ dx3=(4sinh’2r+4cos’ gcosh’2r+8 cos gsinh 2r cosh 2r+4sin’ ) dr' +...

................................ (sinh* 2 r+cos’ gsinh®2r cosh®2r+2 cos @sinh’ 2r cosh 2 r+sin’ gsinh’*2r )d ¢°

e*d xf+§— e**dx2=4(sinh® 2r+cos’ gcosh’2 r+2cos gsinh 2 r cosh2 r+sin’ @) dr’+...

................................ sinh®2r (sinh®2r+cos” g2 r cosh®2r+2 cos @sinh 2 r cosh 2 r +sin’ @)d ¢

e"'=cosh2r+cos gsinh2r  e*'=(cosh2r+cos gsinh2r)*
e*'=cosh®2r+2 cos gcosh 2rsinh 2 r +cos ¢’ sinh® 2r
e?=1+sinh’2r+2cos gcosh 2rsinh2r+cos ¢’ (cosh’2r—1)

e*'=1—cos” g+sinh’2 r+2 cos gcosh 2r sinh 2 r+cos” gcosh*2 r

2 . 2 2 2 . .2
e”"'=sinh" 2 r+cos” @cosh”2r+2cos ¢cosh2rsinh2r+sin” ¢

192 /308



Relativititstheorie Version 1.2

dx{+=e* dx;=4dr’+sinh’2rd ¢

dx2+; e dx§= 4dr*+4sinh’r cosh’rd <p2

Wir berechnen nun den zweiten Term im Linienelement der Godel-Metrik: dx,+e" dx,

w Xy — 2t>: Zor w)

Dazu bendtigen wir tan — tan(—
8 (2 242 ( 2

zur Umrechnung in dt:

Mit der Kettenregel erhélt man:

X,—2t. . deg dx,—2dt _ @ _ @\ dge
1 t 2 g 0 = . 0 — :_2 2rt r d 2r 1 t 2 1Y),
[+an(2+ 7 )](—2 +72J2 ) an(z)r+e (+an(2))—2
car o2 @y e dX72dE, o gy o 2@y 4@
[1+e *"-tan (2)]( > 0 J=—2e tan(z)dr+e (1+tan (2)) 5

Multipliziert man mit e , so erhélt man:

d 2dt
[ezr+e_2r-tan2(§)](d—¢ o )=—2tan(

d
2 22 5

2

N R

)dr +(1+tan®(

N R

d
d(p dXO—Zdt Ztan(z)dr+(1+tan (%)) 4

2 242

(5~ )=

ezr+e—2r.tan2(§)

(dxoz2de 2 dg
272 eI Zr-tanz(%y) 2
~4V2an(L)dr+2(1+an’(£)dg
dx,—2dt= > > 2 @ —\/2d¢
e”"+e “"-tan (3)
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—4\/§tan(§)dr+\/§(1+tan2(%]))-d 9
d x,= —J2d p+2dt

e2r+e_2r-tan2(§)

e’ =cosh2r+sinh2r e *"=cosh2r—sinh2r

e2r+e_2r~tan2(2g)=cosh2r+sinh 2r+(cosh 2r—sinh2r)tan2(2z)
[cosh 2r+sinh2r+(cosh2r—sinh2r)tan2(££)]cos ?—cos 5 Zcosh2r+cos ££51nh2r+sm 2—costh sin 2£smh2r
[cosh2r+sinh2r+(cosh2r—sinh2r)tanz(g)]coszgzcosh2r+(c0522g—sin22g)sinh2r

[cosh2r+sinh 2r+(cosh 2r —sinh2r) tan® (zg)] coszzﬂzcosh 2r+cos gsinh2r

[cosh2r+sinh 2r+(cosh 2r —sinh2r)tan’ (Zg)] C0522Z:ex1

e2r+e_2r~tan2(%):—

Dies liefert fiir dxo:;

[—4\/Etan(g)drh/i(lﬂanz(%?)) -d ¢]cos’ L

dx,= i 2 _2dg+2de
e 1

Multipliziert mit e“ ergibt dies:

exldx0:[—4\/§sin(§)cos( )dr++2(cos*Z 5+51n (%))-dw]—ex‘(\/id¢+2dt)

e d x,=—22sin gpdr+v2-d g—e* (V2 d p+2dt)
Mit e“'=cosh2r+cos @sinh2r liefert das:

e ' dx,=—2+/2sin gdr++2-d g—(cosh2r+cos gsinh 2r)(V2d g+2 dt)

Wir hatten schon eledxzz V2 cos @sinh2rcosh2rd g+2+/2sin gdr+ V2sinh®2rd @ hergeleitet.
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Dies liefert dann

e"dx,+e" dx,=+/2cos gsinh 2rcosh2r d g+y2sinh’ 2rd ¢+2-d ¢g—(cosh2r +cos @sinh 2r) (V2 d p+2dt)

e“'d xo+€ “dx,=V2cos gsinh 2r cosh2 rd g+v2 (cosh?2r —1)d g++/2-d g—(cosh2r +cos gsinh 2r ) (v2d g+2dt)

e“'d x,+e” dx,=2 cos gsinh 2r cosh2rd g++2cosh’2rd ¢—(cosh 2r+cos gsinh2r) (vV2d gp+2dt)

e“1d x,+e” ' dx,= (V2 cos gsinh 2r +v/2 cosh 2r)cosh 2r d ¢—(cosh 2r+cos gsinh2r)(vV2d g+2dt )

e“d x,+e” dx,=V2e" cosh2rd gp—e"(V2d p+2dt)

dx0+ezx‘dx2:\5cosh2rd (p—(\/id ¢+2dt)=\/§(cosh2r—1)d p—2dt

(dxy+e” ™ dx,?=(V2(cosh2r—1)d p—2dt)

(dx,+e’*dx,}=4dt*+2(cosh2r—1)’d ¢/ +4+2(cosh2r—1)dtd ¢
Mit der Beziehung: cosh2r—1=2sin’r+1 erhélt man:

(dx,+e*dx,=4dt*+8sinh*d ¢/+8+2sinh’*rdt d ¢

und dxf+%ele dx;=4dr’+4sinh’r cosh’rd ¢

Xy

e2
2
d sZzaz-(4 dt’+4sinh*rd ¢ +8 V2sinh’rdt d @—4dr*—4sinh’r cosh’rd ¢2—dzz)

Damit transformiert sich das Linienelement ds*=a*[(dx,+e*d x,)’—dx;———d x;—dx;] zu

ds’=4d’(dt’—dr’—dz*+2sinh*r d ¢ —sinh’r cosh’r d ¢’ +2 2 sinh’r dt d ¢)
ds’=4d(dt*—dr’—dz’ +2sinh*rd ¢ —sinh’r (1+sinh’r)d ¢’+2+/2sinh’r dt d ¢)

d s’=4a"(di*— dr’— dz*+(sinh*r—sinh’r) d ¢’+2+ 2sinh’r dt d ¢)
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Damit ist gezeigt, dass das Godel-Universum rotationssymmetrisch ist. Fir r> ln(1+\/§)~0,88
wird sinhr>1 . Betrachte man fiir solche r den Kreis mit r=konstant , z=0 , t=—a@ mit
0<@<2m ,soerhilt man: ds’=4da*-(a’d¢+(sinh’r—sinh’r)d ¢"—2a+2sinh’rd ¢’) oder
ds’=4d"-(a’+sinh’r—(1+2a+y2)sinh’r)d¢* . Ist «@>0 , dann sind fiir solche r alle Punkte auf dem
Weg zeitartig.

- mlE : = &
a=05
nein = 1 : i
O 5 5 @ a=0.25
B ® e
. a=05b H =
I
f(r) = 4a° (ne+sinh"|_";;— 2
@ |
— 4.025° (0.52+5inh4(r) N
1
A Schieberegler(0, 1,0.01, £ 2C @
& r
als 4 35 3 25 2 15 M 0 w 15 2 .
=

T

Abb55.22 ds’<0 fir 4a’°=1 und @=0 ,5 in gewissen Bereichen,
https://www.geogebra.org/calculator/pzcra597

Damit wird aber jeder Punkt im Godel-Universum auf diesem Kreis in einen Punkt transformiert,
dessen Zeitkoordinate t=—2m«a vor der Ausgangszeit t=0 ist, falls >0 ist. Dies zeigt, dass es
Wege im Godel-Universum gibt, die zuriick in die Vergangenheit fithren. Das Godel-Universum ist also
nicht kausal und entspricht damit nicht dem physikalischen Zeitpfeil, der keine Riickrichtung aufweist,
weil die Entropie im Universum stetig zunimmt.

Zitat: Wenn man 2 Stunden lang mit einem Mddchen zusammensitzt, meint man, es wdre eine
Minute. Sitzt man jedoch eine Minute auf einem heilen Ofen, meint man, es wiren 2 Stunden. Das
ist Relativitdt.”

73 Albert Einstein
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5.7 Schwache Gravitationswellen

5.7.1 Einfilhrung

Die schwachen Gravitationswellen sollen mit folgender Uberlegung motiviert werden. Dazu stellt man
sich einen Beobachter A im Koordinatenursprung eines frei fallenden Koordinatensystem vor. Dann
sind alle physikalischen Messungen in einem Minkowskiraum mit Koordinaten {x°, x', x*, x’} = {t, x,
y, z} beschreibbar. Es stellt sich die Frage, ob die Einsteinschen Feldgleichungen auch kleine
Storungen dieser Minkowskimetrik erlauben, sodass die Weltlinie eines Probeteilchens D fiir den
Beobachter eine Schwingung ist. Wir gehen davon aus, dass die Amplitude dieser Schwingung eine
GroBenordnung von < 107, sodass die Kriuselung der Raumzeit sehr schwer messbar ist und die
Quadrate dieser Grofen fiir die physikalische Messung keine Rolle mehr spielen, weil sie unterhalb der
Plancklédnge liegen.

Abbildung: Krduselung der Raumzeit durch schwache Gravitationswellen

Die folgende Abbildung soll dieses Verhalten illustrieren. Eine schwache Gravitationswelle, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, krduselt die Raumzeit des Probeteilchens in D. Der Beobachter A
wird dies als Anderung der Position des Teilchens auf der x-Achse bemerken, in dem er in x-Richtung
unterschiedliche Abstédnde des Probeteilchens misst.
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In der Allgemeinen Relativitdtstheorie beschreibt die geoddtische Abweichung das Verhalten des
Probeteilchens D. Die geodétische Abweichung beschreibt die Tendenz von Objekten sich zu ndhern
oder zu entfernen widhrend sie sich unter dem Einfluss eines sich rdumlich verdnderlichen
Gravitationsfeldes bewegen.

Die dabei auftretenden Krafte werden durch den Riemannschen Kriimmungstensor beschrieben. Die
Bewegungsbahn eines Objektes, das sich nur unter dem Einfluss der Gravitation bewegt, ist eine
Geoddte, sodass man eine Verbindung zwischen dem Riemannschen Kriimmungstensor und der
relativen Beschleunigung zweier benachbarter Geodéten hat.

Man betrachtet eine Menge von Geodéten, die durch einen stetigen Parameter s indiziert sind und mit
einem affinen Parameter t parametrisiert sind. In der allgemeinen Relativitétstheorie ist t die Eigenzeit
des sich bewegenden Objektes. Der Tangentialvektor an eine Geodite y,(t) ist dann durch

T":% gegeben. Dies entspricht der Geschwindigkeit des Objektes, das sich entlang der
Geodite bewegt. Zusétzlich definiert man iiber Xi:w einen Abweichungsvektor, der die
s

Entfernung der beiden Objekte angibt, die sich in infinitesimalen Abstinden zueinander auf ihren
Geodéten bewegen.

Nimmt man nun die zweite kovariante Richtungsableitung entlang des Tangentenvektors T, so erhdlt
man die Beschleunigung zu:

A'=R',, T'T"X'

Setzt man voraus, dass sich die Objekte A und D im Minkowskiraum nur sehr langsam bewegen, dann
ist der Tangentenvektor T ungefdhr (1,0,0,0). Daraus erhélt man:

A'=R',, X'=—R',,, X' mit i,I=1,2,3 . Die Beschleunigung des Teilchens D ist aber die 2.
OAX
ot’

zeitliche Ableitung der Abweichungen Ax'=dx' . Deshalb erhdlt man: A'= . Setzt man nun

. _ 18hy
00— E P t2
OAx' 1 o’ hy'
ot 2 ot
Koordinaten von Punkt D, d. h. die Koordinaten von D in Abwesenheit der schwachen GW.

, 50 hat man ein Gravitationsfeld, und dies liefert fiir die Beschleunigung in diesem

T _i

Feld: X und durch Integration AxiZ%hi, x' . Dabei sind die x' die ungestérten

Die Anfangsbedingung, die der Integration zugrunde liegen, sind, dass die beiden Objekte A und D in
Ruhe sind, bevor die Gravitationswelle ankommt. Die Formel gibt dann an, wie die Koordinaten durch
die GW gestort werden. Da die Gravitationswelle sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und wir im
Folgenden davon ausgehen, dass sie die x-y-Ebene in z-Richtung durchlduft (transverse), kénnen wir
davon ausgehen, dass diese Koordinaten nicht gestort werden.

Damit kann man den Metriktensor der Stérungen wie folgt beschreiben:
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0 O 0 O
1 0 hTT hTT 0
h' = = . woN in {t,x,y,z} = {x°x!,x*x%}.
b2 0 h, h, 0 g
0 O 0 O

Die Stoérungen entlang der x- und y-Koordinatenlinie sind dann:

1 1 1 1
Ax:EthTx , Ay=—§hgy : AXZEhgy und Ay:ghgx :

f_x_10°h'
=X
m at° 2 ot
gegeben. Weil das Gravitationsfeld Divergenz 0 hat, erhdlt man h; =0 , d. h.: die Metrik ist traceless,
und dies liefert: h,=—h,, und hy,=h, wegen der Symmetrie des Metriktensors. Man setzt

Das Gravitationsfeld, das dem Vorgang zugrunde liegt, ist dann durch:

yX
hw=h, und hy =hy .Damitlautet der Metriktensor fiir die Stérungen:

00 0 0
o 1 0 h, hy O
T2 0 hy —h, 0
00 0 0

Die Abbildung zeigt die Anderung der Raumzeit durch das Eintreffen
einer schwachen Gravitationswelle in der Beobachterebene:

Ax:%mx und Ay:—%my . Der Kreis, auf dem die

. Probeteilchen ohne GW liegen, wird in Ellipsen deformiert. Dreht man
die Ellipsen um 180° so gehen die Ellipsen in sich selbst {iber. D.h.: Bei
einer Rotation um 360° hat man zwei Selbstabbildungen der Ellipse.
Dies bedeutet, dass das theoretische quantenmechanische Teilchen, das
die Gravitationswellen erzeugt, den Spin 2 hat.

" Diese Darstellung erhélt man aus AX:%hX y und A yzéhxx .

Es handelt sich um 45° gedrehte Ellipsen. Die beiden Darstellung sind
der Polarisation der Gravitationswellen zugeordnet.
Wir gehen wieder von der Situation aus, dass der Beobachter im freien

¢+ Fall ist und deshalb seine Messungen im Minkowskiraum durchfiihrt.
Das Teilchen, das er beobachtet, wiahrend die GW seine x-y-Ebene in z-
Richtung mit Lichtgeschwindigkeit durchlauft, befindet sich auf der x-
Achse und hat die x-Koordinate L. Wir gehen davon aus, dass die GW
die Metrik des Minkowskiraums minimal stort: g,=1,+h;"+0((h" })

Ay
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2
Dann erhalten wir: gij:mj+0(|(;;z|) mit \(Rijk,)|~% , d. h. die Abweichungen von der
o*hy ; h, .
Minkowskimetrik sind sehr  klein. %N|<Ri0k0)|:% 6t12k x’~? mit ﬂ:%r . Wenn die
Wellenldnge der GW viel groRer ist als der Abstand L des Probeteilchens auf der x-Achse, dann erhalt
2 2
man: g;= 77,.].+O(h+@) mit h+|(§j—2|<<h+ . Dies liefert dann eine Korrektur der Messung

2
Ax:lh+x von h,(=) . Hat man also einen sehr kleinen Abstand des Probeteilchens zum

ol

Beobachter verglichen mit der Wellenldnge der GW, dann kann man mit den Formeln aus 5.1 arbeiten
und so tun, als hétte die GW nur auf das Probeteilchen D einen Einfluss, nicht aber auf den Beobachter
A.

This scene was captured by Curiosity on Sept. 9, 2015, when NASA’s Mars rover was many miles from its current
location. The circle indicates the location of a Curiosity-size boulder that the rover recently drove past. To the left of that
is “Paraitepuy Pass,” which Curiosity is now traveling through. NASA/JPL-Caltech

Zitat: Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummbheit, aber bei dem
Universum bin ich mir noch nicht ganz sicher. ™

74 Albert Einstein tiber die Unendlichkeit
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5.7.2 Herleitung

Man betrachtet eine gestorte Minkowskimetrik — g;=m,+f; . Dabei ist 7, die Minkowskimetrik
beziiglich {t,x,y,z} = { x, X, x, x*}und f,.j<<1 die entsprechende Storung,
sodass Produkte der f, vernachldssigt werden konnen, weil sie unterhalb einer physikalischen
Nachweisbarkeitsgrenze liegen, z. B. die Planckldnge.

Die inverse Matrix zu g, ist g’ . Wenn man die quadratischen Terme der f; vernachléssig,

dann kann man g”=7"—f’ nehmen. Es gilt:https://www.geogebra.org/calculator/pzcra597
(ms4f5) (" =) =my 1 +fy 7' = my- f"—f;- " . Derletzte Term —f;-f" kann vernachlassigt
werden. Man erhélt also:  (m;+f;)-(7' — ")~ my- 1"+ fi 7 — - f = E+f - 1" — ;- f " mit der
fll f12 f13 f14

Einheitsmatrix E . Setzt man fir f’ die Matrix fi = fo fo Fs fa ein, so erhalt

f13 f23 f33 f34
f14 f24 f34 f44

man fiir den Kommutator, da 7" zu sich selbst invers ist ;- "' — ny- f 5=y 1= My F5

fu fio fi fu fu fo fu fu 0 =2:f, =2fyy —2fy
fo fo fu Fu . _ . fo fo fn fu = —2f, 0 0 0
fu s fu fu fuo fn fu fu =2f; 0 0 0
fis fas fa fus fu fau fau fu =2f, 0 0 0

Weil es metrische Tensoren sind, sind die Matrizen symmetrisch, was wir bei der Berechnung benutzt
f, 0 0 0
0 f22 f23 f24
0 f23 f33 f34
0 f24 f34 f44

[uN
—-

(=N —I—]
o~ oo
~o oo
cocol
coro
o~ oo
_mo oo

cocol

haben. Setzt man f,,=f,;=f,,=0 erhdlt man die Matrix: , die als

0 O 0 0
. 0 h, h 0 o .
Spezialfall ;' = % : — ;; 0 enthélt und fiir die der Kommutator
x My
0 O 0 O

fi - nifi=fi mi— my-f i verschwindet. Damit ist #;—f; inverszu #;#+f; , was man bei

der Berechnung des Riccitensors benutzt.

Bemerkung:

* Setzt man dariiber hinaus h;=f ij—%-trace ( f u) m; so ist die neue Metrik h;; traceless, d.

h. die Spur der Matrix ist 0.

* Setzt man die Komponenten f,;=0 fiiri> 1 gleich 0, so spricht man von einem

synchronisierten Bezugssystem, und f; bzw. f’ sind in diesem Fall identisch.
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Die Christoffel-Symbole berechnen sich dann zu:

m 1 ms ms
Fm==§(” —f )'

agy+agw_agm
k i s
oq 0q O0q

Dies vereinfacht sich zu:

ms agsi_|_agsk_agik
k i s
0q 0q Oq

I =

Daraus kann man den Riemannschen Kriimmungstensor berechnen, wenn man die Produkte der
Christoffelsymbole vernachldssigt. Man erhalt:

m O, OT;"
Rikp_ ' K
0q 0q

Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor ergibt sich damit:

=l_ ms( 62fsi + azfsk _ azfik _ 62fsi _ azfsp + azfip )
2" 8q"0q" 8q-0q° 08q-0q° 0q"0q" dq-0q" 0q"0q"

Da die griinen Terme verschwinden, ergibt sich weiterhin:

Rm =l_ ms( +a.2fsk _ azfik _ 6.2fsp + azfip )
ikp 2 aqlaqp aqsaqp aqlaqk aqsaqk

Durch Tensorverjiingung erhdlt man den Ricci-Tensor der Einsteinschen Feldgleichungen:

Rip= Rn;mk

’=1_’7ms( +azfsm_ azfim _ azfsp + azfip )
vo2 0q-0q" 0q-0q" 0q-0q" 6q"-0q"

azfip — azfip _azfip

- —=— —=———- . Dann kann man den
0q-0q° 0q -0q 0q

Da nur Summen fiir s=m auftreten, wird
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6_2+62+62+62

2 5 > °— kiirzer schreiben:
0t 0°x 0’y 0z

Ricci-Tensor auch mit dem d’Alembert-Operator O=—

_1 mm( +62fmm_ azfim _ azfmp
T ed-0q" 0q"0q" 6q-0q"

+0 f,.p) oder

2 em 2 em 2 em
R,=Lof,+ 0 __Of _ OF

2" 0q"0q" 8q"-0q" 0q-0q"

)

Um die Gleichung zu vereinfachen, setzen wir h;=f ;- %-trace(f u) n; , dann verschwindet

o’h", 0’ trace(h
R, = — " — = irace( ) und man erhdlt folgende vereinfachte Gleichung:
oq' - 04" oq - 04"

2 m 2 m
h; h
Rip = 1[]hip - 1( i I + ? £
2 2°0q" - 09" 0q - 0q

=)

Um die Gleichung erneut zu vereinfachen, fithrt man eine Koordinatentransformation durch:

A
1

g =q — €(q)

der nur geringe Abweichungenin ¢ (q) zuldsst. Der neue metrische Tensor transformiert sich dann

gemal:
. aq" aq" oq _
glp - q’\ (lpgmn mit ‘/le = 1~ af: = éll_af;
oq" 0q 0q oq oq
go=| o -2 |- & -2 (nutha)
0q oq
G, = 8 Muthy) — 268 (n,+h,) — O"2€ (n,+h,) + 2 .0€ (5 +h, )
aql aqP a i a p
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Vernachldssigen der Produkte liefert:

gP = 6im-6z-(nmn+hmn) - 66 6 /i 6'"' ae /"

0 q 8q"
Die Kronecker-Symbole sind nur fiir i=m und p=n gleich Eins. Somit erhdlt man:
— 0¢€" i, 0€" e"
g - nip+ h - Ai .6 P. nmp 61 nln
0q 0 q
Die Minkowskimetrik ist nur fiir m=n ungleich 0. Dies liefert:
~ oé e” o€ e
”ip+ hip - nip+ hip ”pp * i
aq 0 q
h;, transformiert sich dann gemé&g:
K= o€ . _0¢€
ip— "tip Ap ;i A ”pp
0q 0q
Es gilt:
A i
i__ gl a € i a € i
hl hl_ Ai.”i— Ai 771
oq oq
Und damit:

A i

hi=hi-2.2€. 4

oq
weil wir h:-= 0 angenommen haben, erhilt man:
I; =—2.9€ e
oq

A

Nach dem Verfahren von oben kénnen wir  h ij ebenfalls traceless machen. Deshalb gilt:
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~, ¥
h=—2-2€ =
oq'
In der Gleichung
. azhfm aZhAm
Riplehip_l( A st A m)
2 2 aq -0 qp aq .aq
gilt dann:

aq" ~ aq"  8q"0q" 6q'0q"

und der Term:

dq' 0q"

verschwindet. Damit ergibt sich:
on"  oh" ,.
oq dq

Firdie ¢ kannman also Funktionen verwenden, die die Differenzialgleichungen

oh;" i
Py D€
q
o’h," o’h,"

l6sen. Dann verschwinden die Terme ~ ( ) im Ricci-Tensor:

+ -
0q™0q" 0q-0q"

1 . 1 azh:m aZhAm
Izip:_‘:| ip__( m p+ i . m

)

und man erhélt so geméal der Einsteinschen Feldgleichung:

1_ -~ 1 _ 8xnG
EDhip - ER 9 = - T,

Nun gilt aber R=trace(R;,) und gemiR Konstruktion der Koordinaten trace(RiP)=0 . Damit

p
erhalten wir die Einsteinsche Wellengleichung fiir Gravitationswellen zu:
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A 16 zG
Dhip = - 4 Tl’p
C
oh"

Bei der Losung der Differenzialgleichungen = O€ ist darauf zu achten, dass sich zwei

m

Losungen immer um einen homogenen Anteil [ 6;,omoge,, = 0 unterscheiden, die den Ricci-Tensor
in der Einsteinschen Feldgleichung aber nicht beeinflussen.

«Das Gravitationswellenobservatorium LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Detector)
besteht aus zwei jeweils vier Kilometer langen interferometrischen Gravitationswellendetektoren in den
USA. Ein Detektor befindet sich in Hanford, Washington, der Andere rund 3000 km entfernt in
Livingston, Louisiana. Die Wissenschaftler bezeichnen die aktuell in LIGO verbaute Technik als

Advanced LIGO, die zu den urspriinglichen Konzepten aus den 1990er Jahren erheblich verbessert
wurde.

Auch wenn sie deutlich ausgekliigelter und komplizierter sind, sind LIGOs Interferometer im Prinzip
Michelson-Interferometer, wie sie in den 1880er Jahren erfunden wurden. Beide haben eine L-férmige
Gestalt und Spiegel an den Enden ihrer Laserlaufstrecken (Arme), um die Lichtstrahlen zu reflektieren
und ein Interferenzmuster zu erzeugen. Beide messen die Muster und Intensitdten der Lichtstrahlen,
nachdem sie iiberlagert und zur Interferenz gebracht wurden. Auf diese Weise kdnnen sie winzige

022

relative Langendnderungen beider Arme von besser als ein Teil in 1 nachweisen, die von

Gravitationswellen erzeugt werden.»”

[Bild: Caltech/MIT/LIGO Lab]

75 Aus: https://www.einstein-online.info/spotlight/aligo/)
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Das Karolinska-Institut in Stockholm verkiindete, was viele erwartet und gehofft hatten - ehrlich gesagt
auch wir Journalisten. Denn der Nachweis der Gravitationswellen ist ohne Zweifel eine der
bedeutendsten Entdeckungen in der Physik und eine Bestdtigung, dass Albert Einstein recht hatte. Er
sagte die Existenz dieser Wellen mit seiner Relativitdtstheorie vor 100 Jahren voraus.

Viele Forscher und Institute waren beteiligt. Doch nur drei — das ist die Regel bei der Vergabe — kdnnen
die hochste wissenschaftliche Auszeichnung erhalten. Ebenso konnen Institute keinen Nobelpreis
bekommen — auch das ist eine Regel, sonst ware hochstwahrscheinlich das gesamte LIGO damit geehrt
worden, denn an diesem Observatorium war am 14. September 2015 der erste Nachweis gelungen.

Das sind die Preistrager:

Rainer Weiss wurde in Berlin geboren, floh aber mit seiner Familie wiahrend des Zweiten Weltkriegs
vor den Nationalsozialisten. 1938 kam er in die USA, ging in New York zur Schule und studierte am
Massachusetts Institute of Technology (MIT). Am Anfang seiner Laufbahn beschiftigte er sich vor
allem mit Atomphysik. Ende der 1980er Jahre spielte er schlieflich eine fiihrende Rolle bei der
Entwicklung von Gravitationswellendetektoren. Daraus entwickelte sich das LIGO-Projekt.

Kip Thorne war bis 2009 Professor der theoretischen Physik am California Institute of Technology
(Caltech), auch Barry Barish forschte dort.

Vermutlich werden einige enttduscht sein, leer ausgegangen zu sein. Vielleicht auch Karsten
Danzmann, Direktor am Max-Planck-Institut fiir Gravitationsphysik in Hannover. Er war mafigeblich
an der Entdeckung der Gravitationswellen beteiligt und bekam dafiir unter anderem den renommierten
Korber-Preis.

Insgesamt arbeiteten iiber 1000 Wissenschaftler daran, die Wellen in der Raumzeit zu entlarven.

Viele Physiker rechneten damit, dass die Entdeckung von Gravitationswellen den Nobelpreis erhalten
wiirde. Doch die Publikation der Wissenschaftler kam ein bisschen zu spit, um noch fiir 2016
beriicksichtigt werden zu kénnen.”®

Barry Barish hielt an der Universitit Bern einen Vortrag {iiber die Entdeckungen am
Gravitationswellendetektor (https://www.youtube.com/watch?v=Pz5xLDUFkIM &t=759s). Eine
Zusammenfassung der Ergebnisse ist leider nicht méglich, da ich keine Freigabe der Folien erhalten
habe.

76 https://www.dw.com/de/physik-nobelpreis-f%C3%BCr-die-entdecker-der-gravitationswellen/a-40778852
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5.8 Schwarze Locher

5.8.1 Die Entropie und der Ereignishorizont Schwarzer Lécher

Wir hatten schon aus der duferen Schwarzschildmetrik den Radius des Ereignishorizontes eines

ungeladenen, nicht rotierenden Schwarzen Lochs zu R= hergeleitet. Wir gehen davon aus,

2
c

dass ein Photon im Schwarzen Loch verschwindet, sodass alle Informationen des Photons fiir einen
dulleren Beobachter verloren gehen. Versteckte Informationen sind ein MaR fiir die Entropie eines
abgeschlossenen physikalischen Systems. Die Energie, die dem Schwarzen Loch zugefiihrt wird,
betrdgt dann 1 Bit an Information:

_h-c h-c

AE=—— oder AE=— .
A R

Die Anderung der Masse des Schwarzen Lochs ist dann:

AM:A—E oder AM:L
c R-c
Aus R= ZOG;M erhilt man AR :M . Mit dem Ausdruck A M :RLC liefert dies:
c C :
AR:2'G!1 oder AR:—4'”'G3'h
R-c R-c
Die Anderung AR’ erhilt man aus der Produktregel zu A R*=2-R-AR . Damit ist die Anderung
von AR’= 4'G3'h oder ARZZM
C C

Also dndert sich die Oberflache des Ereignishorizontes um eine konstante Gréfe. Die Zunahme der
Entropie ist proportional zur Vergrolerung der Oberflaiche des Ereignishorizontes eines Schwarzen
Lochs:

S=n7n-A
Dabei bezeichnet S die Entropie des Schwarzen Lochs und A die Oberfldche des Ereignishorizontes.

Zitat: Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft sind nur Illusionen, wenn auch hartndckige.”

77 Albert Einstein
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5.8.2 Die Hawking Strahlung

Wir wollen nun die Konstante 77 bestimmen. Dazu werden wir eine Analyse der physikalischen
Dimensionen [L] fiir die Lange, [T] fiir die Zeit, [M] fiir die Masse und [®] fiir die Temperatur
durchfiihren, um dies mit Mitteln der Schulmathematik zu bewerkstelligen. Fiir die Bestimmung der
Proportionalitdtskonstanten benutzen wir dariiber hinaus die folgenden Energieformen, die
entsprechende physikalische Konstanten enthalten:

Potenzielle Energie im Gravitationsfeld B G-M-m
B r
Strahlungsenergie E=%/-w
Thermische Energie 3
E=Z-N-ky T

In den Formeln gibt es drei wichtige physikalische Konstanten:

G Gravitationskonstante
h Plancksches Wirkungsquantum
k B Boltzmann Konstante

Nach Einstein ist E=m-c* , und damit hat die Energie die Dimension [M]-[L]*[T]* . Benutzt
man die Formeln von oben fiir die Energie, dann erhdlt man fiir die physikalischen Konstanten
folgende Dimensionen:

Lichtgeschwindigkeit C [L}{T]"
Gravitationskonstante G [LP[M][T]?
Planck-Konstante 7 [M][LP[TT"'

[

Boltzmann-Konstante K B M)[LT[®]"[T]® (Energie durch Temperatur)

Entropie S [M]-[L}[©]"[T]* (Energie durch Temperatur)

209 /308



Relativititstheorie Version 1.2

Die Dimension der Entropie S hat gemdR der Formel von Boltzmann fiir die Entropie

S=k B In (W) dieselbe Dimension wie die Boltzmann-Konstante. Dies liefert die Dimension von

S
= mit [n=[M][T]"[0]" .

Als Néchstes soll die Konstante 77 als Kombination der vier physikalischen Naturkonstanten G

ho, k g und C bestimmt werden. Dazu machen wir folgenden Ansatz:

[nl=[M[T]*[0] '=[G]"“[r) [c]"[ks]"
[(MI[TT* (0] =L IM]  [T] (ML [T VLT ML [e] [ T] )
[M]'[T]_z'[®]_1:[L]3a+2ﬁ+y+26’[M]_a+ﬁ+ 6.[T]—2a—/3’—y—25.[®]—6

Durch Exponentenvergleich in den physikalischen Dimensionen erhédlt man ein Gleichungssystem mit
den vier Unbekannten «,f, y,d .DieLosungist a=—1;p=—1; y=3;06=1 .

Damit haben wir fiir die Entropie eines Schwarzen Lochs, das ungeladen ist und sich nicht dreht,
Folgendes gefunden:

Hawking konnte zeigen, dass in dieser Formel der Proportionalitdtsfaktor 2 ist. Damit ist die Formel

fiir die Entropie eines Schwarzen Lochs:

3
ky - c
S = - A
4 -G - h
. « o . . . . . _2:G-M

Die Oberfldche des Ereignishorizontes ist: Op=4-mrs mit dem Schwarzschildradius r,=——

c
2 2
hat man dann die Formel: O :w . Damit haben wir fiir die Entropie:
c
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4 -7 ks G- M
h-c

Wir haben ds:dTE mit T als Variable fiir die Temperatur. Nach Einstein ist E=m-c° und damit

gilt: dE=dm-c* .Damit erhilt man fiir die Temperatur T die Formel:

T = ¢* - Ccll—’;l oder
-1

T — C2 . ( E
dm

mit der Formel fiir S von oben

p_2. | 8 7 ki G- M -
h-c
T = ¢’ L 1,227 - 10%
8 -7 kyG - M M

Diese Temperatur ist die Hawking-Temperatur eines Schwarzen Lochs.

Die Hawking-Temperatur von massereichen Schwarzen ist sehr klein. Fiir ein Schwarzes Loch mit der
Masse unserer Sonne 2-10*kg erhilt man einen Wert von 6,135-10 " Kelvin. Fiir ein Schwarzes
Loch mit der Masse unserer Erde 6-10°'kg betrdgt die Hawking-Temperatur ungefihr 2,45-10~°
Kelvin. Da die Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung bei ungefdhr 2,7 Kelvin liegt,
absorbiert ein Schwarzes Loch diese Strahlung. Haben wir also keine Hintergrundstrahlung mehr, weil
die Schwarzen Locher sie absorbiert haben und das Universum weiter expandiert ist, dann verliert das
Schwarze Loch aufgrund seiner Hawking-Strahlung Masse. Dies fiihrt dazu, dass Schwarze Locher
verdampfen und zur Frage, wie lange es dauert, bis das Schwarze Loch verdampft ist.

Die Leistung ist P:% , oder t:% . Dies entspricht der Zeit, die notwendig ist, dass das Schwarze

Loch verschwindet. Wir benoétigen dazu das Stefan-Boltzmann-Gesetz, das angibt, welche
Strahlungsleistung P ein Schwarzer Korper der Flache A und der absoluten Temperatur T aussendet.
Dies kdnnen wir mit der Analyse physikalischer Dimensionen herleiten.
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Dazu machen wir folgenden Ansatz:

§~h‘*-c/”-kg-ﬂ

[P ] a V4 y o

=Ll e k][ O]

[A]
Wobei T fiir die Temperatur steht und die anderen Variablen fiir die entsprechenden physikalischen
Konstanten von oben.

[P]_[MILLY _crmvrr s (LT (L (T P-((M]- [ LT[ TT 2 [0 ) [ ]°
[A]_[T]3-[L]2_[M][T] ((M]-[LP L) (L[] ) ([mM]-[L][T][0]7) " [e]

[M]-[TT?=[M]* [L] 2> [T 72 (o]

Dies liefert vier lineare Gleichungen mit den Exponenten als unbekannte Grolen.

a+y = 1; 2a+p+2y = 0; -a-B-2y=-3; -y+6=0. Die Losungen des Gleichungssystems sind:

=-3; B =-2; y=4; § = 4. Damit erhalten wir: % ~ R k; - T* , oder

P
Z ~ ﬁ . T4 . Das exakte Resultat findet man iiber die Quantenmechanik zu:
- C
4
£ _ .77,'2 kB T4
A 60 /) 3.l

dE _ 7 ki ’
Fiir die Leistung P gilt: P=——— = C > AT . Es handelt sich um
dt 60 Ao - C

_16-7G*M’

einen Energieverlust des Schwarzen Lochs. Substituiert man A=———F und
o
3
T:h'—c liefert dann die Differenzialgleichung:
8mkyG-M
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dE_  hc” 1
dt 15360-7G° M’

2
. Mit Einstein dE=dM -c” erhilt man nach Separation der

h-c*
15360-7-G”

Variablen folgende Gleichung: M 2 dm=— dt . Die Integration liefert:

1 M3_ h'C4

3 T 15360-2-G

Schwarzen Lochs begann und t fiir die aktuelle Zeit:

4
LM -2 M(of=——C
3 3 15360-7-G

Um die Zeit bis zur vollstdndigen Verdampfung des Schwarzen Lochs zu berechnen, setzen wir M(t)=0
und M(0)=M. Dies liefert dann:

{ mit den Grenzen t=0, die Zeit, wenn der Verdampfungsprozess des

_ 5120-7G°
evap~ 4 ’
h-c

Schwarze Locher sind iiberaus stabile Objekte. Aus Sicht der Schwarzen Locher im Universum ist das

t M>~10""°-M°

Universum mit 13,8-10° Jahren sehr jung. Ein Schwarzes Loch von der Masse der Sonne

2:10"kg hat namlich eine Verdampfungszeit von ca. 8:10*s oder 2,5-10” Jahre. Hingegen
sind Schwarze Locher, die zu Beginn des Universums entstanden und jetzt verdampft sind, wahre
leichtgewichtige Objekte gewesen. Nimmt man den Wert 10"s fiir das Alter des Universums, so ist

17
die Masse ca. M:T/%z
1

10" kg . Dies entspricht ungefihr der Masse eines kleinen Asteroiden.

Dafiir ist das Ende eines Schwarzen Lochs dramatisch. In der letzten Sekunde wird eine Masse von

M :§/ ﬁ% 10°kg in Strahlungsenergie umgewandelt. Dies entspricht einem Gamma-Ray-Burst,

weil die Wellenldnge der Strahlung ca. 10 °'m betrdgt und iiber folgende Naherungsformel

_2910”°
T

A berechnet werden kann. Dabei ist T die Temperatur, die ein Schwarzes Loch mit der

Masse 10°kg besitzt.
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A st

In der Formel fiir die Entropie S= enthalten, was der inversen Planck-

Ky

4-G-h
kg A
——2

dabei ist [ die Plancklinge. Die Entropie eines

Fliche entspricht. Deshalb gilt: S= ) P

Schwarzen Lochs ist also direkt propornonal zur Anzahl der Planck-Fldchen, die die Oberfldche des
Ereignishorizontes ausschopfen. Wenn wir in jeder Planck-Zelle bindre Information abspeichern
konnen, dann kénnen wir insgesamt 2V Informationen auf der Oberfliche abspeichern. Dies bedeutet,
dass es in diesem bindren Model insgesamt 2" Mikrozustinde gibt, die, gemidR der Formel von

Boltzmann: S = kB-ln(W) = kB : IH(ZN) = kB - N - IH(Z) der Entropie
entsprechen. Die Entropie ist also ein Mal§ dafiir, wie viele Informationen an der Oberfldche des
Ereignishorizontes gespeichert werden konnen, was letztendlich zum holografischen Prinzip fiihrt.

Einstein hat schon gesehen, dass seine Feldgleichungen Wurmlocher zulassen. Dabei handelt es sich
um Abkiirzungen zwischen zwei getrennten Regionen in der Raumzeit. Ebenso hat Einstein die
Verschrankung zweier quantenmechanischer Objekte nicht akzeptiert, weil diese prinzipiell atemporal
ist. Heute wissen wir allerdings durch Experimente, dass es die quantenmechanische Verschrankung
gibt.

Interessant wird das holografische Prinzip, wenn man es zusammen mit der quantenmechanischen
Eigenschaft der Verschrankung verbindet. Hat man zwei Schwarze Locher, deren Ereignishorizonte
miteinander verschrankt sind, dann entspricht der Raum zwischen den beiden Schwarzen Lochern
einem Wurmloch.

Aus: https://www.youtube.com/watch?v=M22MEShcyx8

Hat man nur ein Schwarzes Loch, auf dessen Ereignishorizont auch die Informationen von
verschrankten quantenmechanischen Zustdnden gespeichert sind, dann passiert mit dem Raum
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innerhalb des Schwarzen Lochs eine Teilung, wenn man auf dem Ereignishorizont die Verschrankung
eines quantenmechanischen Paars aufhebt. Hebt man alle Verschrankungen auf dem Ereignishorizont
auf, dann wird der Raum im Schwarzen Loch gepixelt.

Aus: https://www.youtube.com/watch?v=M22MEShcyx8

Damit ist es moglich geworden, die Raumzeit zu quantisieren.

This selfie was taken by NASA's Curiosity Mars rover on Feb. 26, 2020 (the 2,687th Martian day, or sol, of the mission).
The crumbling rock layer at the top of the image is the Greenheugh Pediment, which Curiosity climbed soon after taking
the image. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS
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5.8.3 Singularitatstheoreme

Man findet die Singularitdtstheoreme auch in mathematischen Lehrbiichern {iber Riemannsche
Mannigfaltigkeiten mit Pseudometrik. Die Dimension der Riemannschen Mannigfaltigkeit kann
beliebig sein, die Pseudometrik kann eine beliebige Signatur haben. Hier werden die Dinge ganz
allgemein betrachtet, ohne auf die Raumzeitstruktur der Einsteinschen Feldgleichungen einzugehen.
Siehe dazu z. B. Semi-Riemannian-Geometry, Barrett O.Neill, Academic Press, 2010.

Allerdings habe ich ein Skript mit dem Namen: Light Rays, Singularities, and All That von Edward
Witten unter https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf’® im Internet gefunden.
Hier werden die abstrakten Begriffe der Differenzialgeometrie sehr anschaulich erklart, und sie werden
speziell fiir die physikalische Raumzeit dargestellt.Ich habe diesen Zugang gewdhlt. Die Singularitat
Schwarzer Locher, die Penrose gefunden hat und sich auf lichtartige Kurven in der Raumzeit bezieht,
und die Singularitét, die Hawking gefunden hat und sich auf zeitartige Kurven in der Raumzeit bezieht,
werden hier im Folgenden besprochen. Alle Grafiken sind aus dem Skript. Sie sollen dazu dienen, die
differenzialgeometrischen Begriffe zu veranschaulichen. Leider ist das Skript heute nicht mehr im Netz
zu finden.

Zitat: Wenn die Menschen nur iiber das sprdchen, was sie begreifen, dann wiirde es
sehr still auf der Welt sein.”

This latest image of Jupiter, taken by the NASA/ESA Hubble Space Telescope on 25 August 2020, was captured when the planet was 653 million
kilometres from Earth. Hubble’s sharp view is giving researchers an updated weather report on the monster planet’s turbulent atmosphere, including a
remarkable new storm brewing, and a cousin of the Great Red Spot changing colour — again. The new image also features Jupiter’s icy moon
Europa. Credit:NASA, ESA, A. Simon (Goddard Space Flight Center), and M. H. Wong (University of California, Berkeley) and the OPAL team.

78 Der Link funktioniert heute nicht mehr
79 Albert Einstein {iber die Dummbheit der Menschen
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5.8.3.1 Vorbereitung

Wir betrachten differenzierbare Wege im Minkowskiraum. Der Tangentenvektor soll dabei immer von
0 verschieden sein. Die Wege heillen kausal, wenn sie zwei Punkte in der Raumzeit verbinden, sodass
der Weg nur im Lichtkegel der beiden Punkte verlauft.

Bild 1: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Der Punkt r liegt im Vergangenheitskegel von p und der Punkt r im Zukunftskegel von q. Der
differenzierbare Weg verbindet q mit p. Der Bereich, in dem der kausale Weg verlauft, ist in der Skizze
grau unterlegt.

Dadurch, dass der differenzierbare Weg nur im grauen Bereich des Minkowskiraums verlaufen kann,

sind seine Tangentenvektoren beschrankt. Es gilt: % ‘ < 1 . Dies fiihrt dazu, dass die Menge der

1

2

1 2 - 2
kausalen Wege kompakt ist. Mit 7 = f( (%) - (d—x) ds hat man somit eine Abbildung
0

ds
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von der Menge der kausalen Wege in die Menge der reellen Zahlen. Da die Menge der Wege kompakt
ist, hat das Integral ein Maximum. Dieser kausale Weg, fiir den dies der Fall ist, nennt man eine
Geodate.

Differenzierbar ist hier wichtig. Lasst man die Bedingung weg, kann man jede Kurve durch sehr stark
oszillierende lichtartige Kurven approximieren, wie folgende Abbildung zeigt:

Bild 2: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf
Hat man eine beliebige Mannigfaltigkeit, dann nennt man diese Mannigfaltigkeit streng kausal (Wege
sind zeitartig oder lichtartig), wenn alle kausalen Wege von q nach p in einer lokalen Minkowski-
Nachbarschaft von q enthalten sind, falls p nah genug an q liegt. Im Weiteren wird immer von strenger
Kausalitdt ausgegangen.

Definition: Eine Teilmenge von S einer Mannigfaltigkeit M nennt man achronal, wenn es zu zwei
Punkten p und q in S keine zeitartige Kurve in M gibt, die p mit q verbindet.

Beispiel:

Gegeben sei die Metrik  ds’=—dt’+d®° , wobei @ ein Winkel ist mit ®=d®+2-7 . Betrachtet

man die Kurve c(t)=(et,t) mit €>0 , dann ist fir e<1 die Hyperfliche S,=Bild(c)

raumartig, weil ds’=—¢€'d ®’+dP°=d ®°-(1— €)>0 ist, aber nicht achronal, weil die beiden Punkte
(t,®)=(0,0) und (t,®)=(2-7¢,2-7)=(2-pi-€,0) sich auf dem Zylinder (die zugrunde liegende

Mannigfaltigkeit M) mit einer zeitartigen Kurve c(t)=(t,0);0<t<2-7 ¢ verbinden lassen. Achronal
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ist also eine strengere Bedingung als raumartig. Eine Hyperflache ist raumartig, falls zwei nahe
beieinander liegende Punkte nicht iiber eine zeitartige Kurve in einer kleinen Umgebung dieser Punkte
verbunden werden kénnen. Achronal ist eine Hyperflache, wenn das fiir alle Punkte der Hyperfldache S
gilt.

Zitat: Logik bringt dich von A nach B. Deine Fantasie bringt dich iiberall hin.*

Bild 4: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Falls eine Hyperflaiche S achronal und raumartig ist, dann gibt es keinen zeitartigen Weg, der zwei
unterschiedliche Punkte p und p’ in S miteinander verbindet. Denn sei der Weg )/ eine lichtartige
Kurve auf dem Zylinder, der die Punkte pund p' verbindet, dann lasst er sich iiber zeitartige Kurven
in den Weg 5/ deformieren, der die Punkte pund p'' verbindet. Damit haben wir eine Variation
von zeitartigen Wegen gefunden, die der Definition der Achronalitdt widersprechen.

Definition: Eine Kurve nennt man unvollstindig, falls es nicht méglich ist, sie in eine Richtung zu
erweitern. Eine Raumzeit heilst singulér, falls es mindestens eine unvollstandige Kurve gibt.

Beispiel: Man nimmt eine zeitartige Kurve )/ in einer Raumzeit M, die p und q verbindet. Man
entfernt dann eine Punkt r auf der Kurve )/ und erhélt eine neue Raumzeit M’. Die Kurve )/ teilt

80 Albert Einstein
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sich dann in zwei Kurven )/, und ), auf. Damitist )/; nicht in die Zukunft erweiterbar und

Y, nicht in die Vergangenheit.

Zitat: Falls Gott die Welt geschaffen hat, war seine Hauptsorge sicher nicht, sie so zu machen, dass
wir sie verstehen kénnen.”'

M

Bild 5: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Sei ) eine Kurve in der Raumzeit, dann kann man das Kurvenargument so wahlen, dass es im
Einheitsintervall offen, halboffen oder geschlossen liegt. Der Endpunkt )/(1)=p ist in der Zukunft

oder aber lim y(s)=p . Von p aus kénnen wir dann weitere zeitartige Wege zu anderen Punkten in
521

der Raumzeit konstruieren. Wenn also )/ nicht erweiterbar in die Zukunft ist, meint dies, dass )/
keinen Endpunkt in der Zukunft hat und es unméoglich ist, einen in der Raumzeit M liegenden Punkt
hinzuzufiigen.

Definition: Eine Cauchy-Hyperflache einer Raumzeit M oder eine Anfangswert-Hyperfldche in M ist
eine achronale, raumartige Hyperfldache S, mit der Eigenschaft:

Ist p ein Punkt in M, der nicht in S liegt, dann wird jeder nicht erweiterbare, zeitartige Weg )’ durch
p die Hyperfléche S schneiden.

81 Albert Einstein
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Erklarung: Jedes physikalische Phdnomen, das man im Punkt p beobachten kann, riihrt von einem
zeitartigen Weg. Wenn p nun in der Zukunft von S liegt und eine geeignete Erweiterung eines
zeitartigen Weges in die Vergangenheit durch p S schneidet, dann ist es méglich, die Physik in p durch
die Anfangswerte des Schnittpunktes in S vorherzusagen. Fiir zeitartige Wege, die man in die
Vergangenheit erweitert und durch p gehen und S nicht schneiden, ist es nicht méglich, die Physik in p
durch die Anfangswerte eines Punktes in S vorherzusagen.

Definition: Eine Raumzeit M mit Cauchy-Hyperfldche S wird global hyperbolisch genannt.

Beispiel:

9 P .

Bild 6: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Die Hyperflache S in der Raumzeit M ist nicht global hyperbolisch, weil der Punkt r in der Zukunft von
S in M nicht vorkommt und die zeitartige Kurve )/ nicht in die Vergangenheit erweitert werden
kann, sodass sie S schneidet.

Satz: Eine global hyperbolische Raumzeit M kann keine geschlossenen zeitartigen Kurven enthalten.

Beweis: Eine geschlossene, zeitartige Kurve ist nicht erweiterbar. Deshalb schneidet sie eine Cauchy-
Hyperflache mehrmals, wenn man sie mittels der reellen Zahlen parametrisiert. Zwei Schnittpunkte
dieser Hyperflache kann man also durch eine zeitartige Kurve in M verbinden. Dies ist ein Widerspruch
zur Achronalitét.

a

Satz: Falls M eine Raumzeit mit Cauchy-Hyperflache S ist, dann ist jede andere Cauchy-Hyperflache
S’ topologisch dquivalent zu S.

221 /308



Relativititstheorie Version 1.2

Beweisidee: Man zeigt, dass es zu jedem Punkt p in S’ eine eindeutige Integralkurve gibt, die S in g
schneidet. Dann bildet diese Integralkurve eindeutig jeden Punkt p in S’ auf einen Punkt q’ in S ab. Mit
dieser Abbildung kann man dann einen topologischen Isomorphismus zwischen S’ und S definieren.
(Siehe https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf, Seite 16 fiir die Wahl des
Koordinatensystems).

Eine globale hyperbolische Raumzeit hat die Eigenschaft, dass der Raum von kausalen Wegen mit
geeigneten Bedingungen an die Endpunkte der Wege kompakt ist.

P

Bild 7: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Sei q ein Punkt in der Vergangenheit von S. Sei C(q, S) die Menge aller kausalen Wege von q nach S.
Dieser Raum ist kompakt. Falls der Punkt s nahe in der Zukunft von p liegt, dann sieht die Menge der
kausalen Wege von q nach s so aus, als wiirden sie im Minkowskiraum liegen (lokale Eigenschaft der
Raumzeit). Die Wege schneiden den Lichtkegel in q’. Von dort aus konnen wir die Konstruktion
fortsetzen, und die Kompaktheit garantiert, dass wir in endlich vielen Schritten einen kausalen Weg von
q nach S erhalten. Da man diese Konstruktion auch von p aus machen konnen, liefert das durch
Zusammensetzung der Wege kausale Wege von p nach g.

Die Kompaktheit des Raums aller kausalen Wege in einer globalen hyperbolischen Raumzeit garantiert
uns, dass es Wege mit maximaler Eigenzeit gibt. Diese Wege sind dann die Geodaten.

Wir haben schon gesehen, dass es moglich ist, eine achronale, raumartige Hyperflache S zu haben, die
keine Cauchy-Hyperfldche ist. Es ist aber immer wabhr, falls p ein Punkt ist, der in nachster Zukunft
eines Punktes q liegt, dass ein nicht erweiterbarer Weg durch p S schneidet.
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Definition: D, enthilt alle Punkte p in der Raumzeit M, sodass alle nicht erweiterbaren Wege durch
p einen Schnittpunkt mit S haben.

Dy ist der grofSte Bereich in M, sodass man durch die Kenntnis der Anfangswerte in S die Physik in
p vorhersagen kann.

S unterteilt D, in einen Zukunfts- und einen Vergangenheitsbereich bezeichnet mit Dg und Dj

Definition: Die Rinder von Dy , D; und D; werden Cauchy-Horizonte Hg , H; und

Hg genannt.

Eine offensichtliche Kausalitdtsbedingung in der Raumzeit ist, dass es auller der konstanten Kurve
keine geschlossene Kurve in der Raumzeit geben kann. Eine strengere Kausalitdtsbedingung ist die der
global hyperbolischen Raumzeiten. Die etwas schwéchere Bedingung, aber immer noch starker als die
Abwesenheit von geschlossen Kurven, ist die der strengen Kausalitdt. D. h.: Zu jedem Punkt p in M
gibt es eine kleine Umgebung U, sodass jede kausale Kurve von p nach q vollstdndig in U verlauft. Es
zeigt sich, dass eine global hyperbolische Raumzeit auch streng kausal ist.

Sei M ein Minkowskiraum und M’ die Untermenge in M, die durch —1<t<1 bestimmt wird. Dann
ist S: t = 0 eine Cauchy-Hyperfldache. Ein zeitartiger Weg in M’ endet nach endlicher Zeit, weil wir t
eingeschrankt haben. Deshalb untersucht man die maximale Untermenge in M, deren Wege durch S
festgelegt sind, wenn M eine global hyperbolische Raumzeit mit Cauchy-Hyperflache S ist.

Ist eine Geodidte immer die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten? Dies ist richtig, wenn die
beiden Punkte nahe beieinander liegen. Betrachtet man allerdings Geoditen fiir entferne Punkte, so
stimmt dies nicht mehr.

O @

S

Bild 8: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf
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Eine Geodite zwischen zwei Punkten p, q auf der Sphare, die weniger als 90° longitudinal entfernt
sind, ist die kiirzeste Entfernung zwischen p und g. Eine Geodidte vom Nord- zum Siidpol ist ebenfalls
die kiirzeste Entfernung. Geht man allerdings longitudinal weiter als 90°, dann ist die Geodéte nicht
mebhr die kiirzeste Entfernung.

Falls man eine Geodite von p nach q durch eine kiirzere Geodéte von p nach q ersetzen kann, dann
nennt man den Punkt q auch fokal oder konjugiert. Der Punkt S ist also ein fokal oder konjugiert fiir
alle Geodéten zum Siidpol.

Oft ist es notwendig, die kiirzeste Entfernung zwischen einem Punkt q und einer Untermannigfaltigkeit
W zu kennen. Dies ist erfiillt in (a) fiir einen Weg, der orthogonal zu W ist.

Die Abbildung zeigt, wie man ) &ndern muss, um einen kiirzesten Weg zu erhalten. Er liegt auf dem
Rand der Mannigfaltigkeit und schneidet die Tangentialebene orthogonal in diesem Punkt.

In (b) liegt auf dem Rand von W von q aus gesehen ein Punkt p, sodass der Weg von q nach p senkrecht
auf der Tangentialebene in p steht. Der Punkt q’ ist ein konjugierter Punkt, weil von dort aus zwei Wege
nach W existieren, die orthogonal zu W sind.

Bild 9: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Bild 10: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf
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In (@) muss y in p orthogonal zu S sein, oder man variiert in S p nach p’, sodass diese Bedingung
erfiillt ist. Die Eigenzeit ist fiir den Weg )’ an grolSten. Wie im Fall zuvor ist in (b) q’ ein fokaler
Punkt. Gldttet man den Knick in der Raumzeit, so erhdlt man einen neuen Weg, dessen Eigenzeit
groRer ist als die von q nach p.

This mosaic taken by NASA's Mars Curiosity rover looks uphill at Mount Sharp, which Curiosity has been climbing.
Highlighted in white is an area with clay-bearing rocks that scientists are eager to explore; it could shed additional light
on the role of water in creating Mount Sharp. The mosaic was assembled from dozens of images taken by Curiosity's
Mast Camera (Mastcam). It was taken on Sol 1931 back in January.

Mount Sharp stands in the middle of Gale Crater, which is 96 miles (154 kilometers) in diameter. This mound, which
Curiosity has been climbing since 2014, likely formed in the presence of water at various points of time in Mars ancient
history. That makes it an ideal place to study how water influenced the habitability of Mars billions of years ago.

The scene has been white-balanced so the colors of the rock materials resemble how they would appear under daytime
lighting conditions on Earth.

Malin Space Science Systems, San Diego, built and operates the Mastcam. NASA s Jet Propulsion Laboratory, a division
of the Caltech in Pasadena, California, manages the Mars Science Laboratory Project for NASA s Science Mission
Directorate, Washington. JPL designed and built the project s Curiosity rover. Credit NASA/JPL-Caltech/MSSS

Clouds and Dust Storms on Mars, Credit NASA/JPL-Caltech/Malin Space Science Systems
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5.8.3.2 Raychaudhuris Gleichung

Um ein Singularitdtstheorem in einer Raumzeit M zu beweisen, brauchen wir eine Methode, das
Vorhandensein von fokalen Punkte auf einer Geodédte nachzuweisen. Dies ist der Zweck der Gleichung
von Raychaudhuri.

Wir betraten eine Raumzeit M mit Cauchy-Hyperfliche S. Indem wir zeitartige Geodidten in M

betrachten, die orthogonal zu S sind, ist es uns moglich, in einer Umgebung von S ein lokales

Koordinatensystem zu konstruieren. Falls ein Punkt p auf einer zeitartigen Geoddte S orthogonal in
x schneidet, dann weisen wir p die Koordinaten (t, X ), falls p in der Zukunft von S liegt und (-t,
x ), falls p in der Vergangenheit von S liegt und t die Eigenzeit der Geodiite ist.

[ - —1

S

Bild 11: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Das Koordinatensystem von orthogonalen Geodéten bricht in p, dem fokalen Punkt, zusammen, weil
wir nicht mehr einen eindeutigen Schnittpunkt in S zuordnen konnen.

Da die zeitliche Koordinatenlinie senkrecht auf S steht, steht die zeitliche Koordinatenlinie senkrecht
auf den rdumlichen Koordinatenlinien des so konstruierten Koordinatensystems. Deshalb gilt:

ds’ = —dt’ + g,(t,%)dx'dx’

Wir hatten bei der Herleitung der Gravitationswellen schon einmal Bekanntschaft mit solch einer
Metrik gemacht:

—1+f 0 0 0
0 1+fy [y f
0 fa 1+f4 fa
0 fa fa 1+f 4
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Die Eintrage fl-j in der Matrix sehr klein angenommen wurden, sodass die Produkte der Eintrage
vernachlédssigt werden kénnen. Ein hinreichendes Kriterium fiir einen fokalen oder konjugierten Punkt

in der Raumzeit ist also: det gij (t ) 35) =0
Diese Formel ist nichts anderes als die Einstein-Gleichung:

1 a
R, =8x-G | T, — Egtt - T,

Diese ausgerechnet liefert:

1

i i ' i 1
Rt = _atrti_rtj ) in = _Eat(gkatgik) - _(

4 gikatgkj)(gjma[gmi) oder

1 1.1 1.
Rtt:_E'atTrg lg_ZTr(g 19)2 .

Der Punkt iiber g représentiert die zeitliche Ableitung. Das Volumen erhdlt man t{iber den metrischen

Tensor durch  V =4/ det gij . Dann gilt mit: ®=% :% Tr g_l'g
1

i ik . 1 4 -1 .
wd p,=>(g"gy==8Trg"g)
1
R, = —0,0 — E@z — Trp .

p; ist eine Matrix, dessen Spur 0 ist. Damit ist d gleich der Dimension der Raumzeit, die man

betrachtet.
2 1 j o o
Setzt man Tl-k = Tik — Egik - T i , dann hat die Einstein-Raychaudhuri-Gleichung
die Form:
6[®+%®2:—Trp2—8-n-G-TAH

Definition: Die strenge Energiebedingung ist erfiillt, falls THZ O gilt. Ist diese Bedingung erfiillt,

dann ist die rechte Seite der Einstein-Raychaudhuri-Gleichung negativ oder O.
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®+=0"<0
d
Esgil: 0,—=—— oder ®2~6té——® . Mit der Ungleichung von oben liefert das:
e’ - ét% > %-@2 . Damit erhalten wir eine neue Abschédtzung mit:
1 1
a[ @ Z E

Diese Ungleichung liefert uns eine niitzliche Bedingung fiir fokale oder konjugierte Punkte, die uns
interessieren, weil dort unser Koordinatensystem zusammenbricht. Dies bedeute aber auch, dass es sich
dort nicht unbedingt um eine Singularitdt handelt. Sei © an einem Punkt der Cauchy-Hyperfldche

1
kleiner 0: ©=—w mitw >0 oder © ' = —% . Die untere Grenze von at@ > — liefert
1 1t . . ) . ]
dann e} > ——+E . Damit gilt fir den Kehrwert in der  Gleichung:
w
1ty 1 d 1
O < (—+— = = = —d ——
( w d) d d
T ——t
w w

Die Integration dieser Ungleichung liefert dann: log V' (t) < —d-log(% -t

)

Damit kann ein konjugierter oder fokaler Punkt nur nach einer Eigenzeit t<— erreicht werden.
w

NASA'’s Curiosity Mars rover captured this 360-degree panorama while parked below Gediz Vallis Ridge Credit
NASA/JPL-Caltech/MSSS
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5.8.3.3 Hawking-Singularitat

Um ein Singularitdtstheorem fiir das Universum herzuleiten, nahm Hawking an, dass das Universum
global hyperbolisch ist, mit Cauchy-Hyperflache S, und die strenge Energiebedingung erfiillt. Man
muss in diesem Zusammenhang betonen, dass die Singularitdt eines sich ausdehnenden Universums
mit positiver kosmologischer Konstante nicht mit Hawkings Argumentation hergeleitet werden kann.

Falls das Universum homogen und isotrop ist, dann enthdlt die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-
Metrik eine Singularitdt. Setzt man aber voraus, dass das Universum nicht iiberall homogen, aber die
Hubble-Konstante tiberall positiv ist, kann man sich fragen, ob ein solches Universum mit dem Big
Bang entstanden ist. Man kann sich in jedem Fall vorstellen, dass, wenn man den Einstein-Gleichungen
in die Vergangenheit folgt, die Inhomogenititen immer stirker werden, sodass die Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik keine gute Approximation darstellt und vielleicht das ganze
Universum nicht seinen Ursprung in der Big-Bang-Singularitét hat.

Das Hawking Theorem

Hawking konnte nun zeigen, dass mit den Voraussetzungen, dass das Universum:
(i) global hyperbolisch ist, mit Cauchy-Hyperfliche S;

(ii) die strenge Energiebedingung erfiillt;

(iii) die Hubble Konstante lokal einen minimalen Wert h,, auf S annimmt;

n

Dann qibt es keinen Punkt in der Raumzeit in der Vergangenheit von S, dessen

Eigenzeit groBSer als hi entlang eines kausalen Weqes ist.

min

Beweisidee: Die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik sei gegeben durch:
2 2 >
ds’ = —dt, + a’(t)dx

und die Hubble-Konstante durch:
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a
h=4
a

) ) i .
Wir konnen diese Metrik als einen Spezialfall der Metrik d 8 =—dt +gij(t ,x)dxldx]

ansehen, weil V=+detg=+d*(t) ist. Damit erhalten wir:

min

v
Wegen der Voraussetzungen an die Hubble-Konstante gilt in der Zukunft: V > d-h,. und

damit in der Vergangenheit:

Y < _dn
v

min

Jeder Punkt p im Universum ist mit S iiber einen kausalen Weg mit maximaler Eigenzeit verbunden.
Dabei handelt es sich um eine zeitartige Geodéte ohne konjugierte oder fokale Punkte, die senkrecht

auf S steht. Die Annahme, dass der Anfangswert auf S iiberall <—d- hml- ist, impliziert, dass jede

n
in die Vergangenheit gehende zeitartige Kurve orthogonal zu S einen fokalen Punkt liefert mit

maximaler Eigenzeit —— , weil nach dem vorherigen Kapitel ein fokaler oder konjugierter Punkt
min
nur nach einer Eigenzeit § < — erreicht werden kann. Setzt man fiir w den minimalen
w
Anfangswert auf S d 'hmin ein, so erhdlt man { < —— . Damit gibt es keinen Punkt im
min

Universum, der in der Vergangenheit eine groere Eigenzeit als

entlang eines kausalen Weges
min

hat. Hawkings Theorem liefert uns also eine obere Grenze dafiir, wie lange etwas in der Vergangenheit

existiert hat.

Obwohl Hawkings Theorem in der Literatur als Aussage tiber die Big-Bang-Singularitdt angesehen
wird, enthdlt es dariiber keine Informationen. Betrachtet man die Raumzeit als eine Mannigfaltigkeit
mit glatter Metrik von Lorentz-Signatur (Pseudometrik), dann sind Singularitdtstheoreme Aussagen
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tiber die geoditische Unvollstandigkeit. In diesem Sinne ist Hawkings Aussage eine Aussage iiber die
Singularitdt des Universums.

Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit euklidischer Signatur der Metrik, dann nennt man die
Mannigfaltigkeit vollstindig, falls man alle Geodédten in beiden Richtungen beliebig weit erweitern
kann. Hat M eine Lorentz-Signatur, dann gibt es Gleichungen fiir zeitartige, lichtartige und raumartige
Geoddten, die man beliebig weit fortsetzen kann. Hawkings Theorem zeigt nun, dass unter bestimmten
Bedingungen an die Mannigfaltigkeit M, zeitartige Geoddten unvollstindig sind. Genauer: es gibt
zeitartige Geoddten, die man nicht beliebig in die Vergangenheit fortsetzen kann. Dies ist nur bis zu
einer oberen Grenze der Eigenzeit moglich.

Zitat: Die Welt wird nicht bedroht von den Menschen, die bose sind, sondern von denen, die das
Boése zulassen.”

Curiosity’s Afternoon View Down Mount Sharp (Figure 2): NASA’s Curiosity Mars rover used its black-and-white
navigation cameras to capture panoramas of this scene at two times of day. This was the view at 4:10 p.m. local Mars
time. NASA/JPL-Caltech

82 Albert Einstein tiber die duale Welt
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5.8.3.4 Penrose Singularitat

Einleitung: Die Gleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie erlauben Losungen, in der die
Materie so dicht in einer kleinen Region der Raumzeit komprimiert ist, sodass nichts, sogar Licht nicht,
aus dieser Region entweichen kann. Das Schwarze Loch ist vom Rest der Raumzeit durch den
Ereignishorizont getrennt. Alles, was diese Grenze iiberschreitet, wird unwiderruflich in das Zentrum

des Schwarzen Lochs fallen.

Was Schwarze Lécher noch unangenehmer macht, ist, dass in Zentrum des Schwarzen Lochs eine
Singularitét existiert, an der die Gravitation unendlich gro wird. Jedes Objekt, dass dieses Zentrum
erreicht, wird aufhoren zu existieren.

OBSERVER — SINGULARITY

— EVENT
HORIZON

SPACE

TRAPPED SURFACE

TIME Sp

COLLAPSING
——————— e STAR

- -
e i

lllustration basierend auf einem Penrose-Diagramm, die den Gravitationskollaps und das Herausbilden einer
Singularitat in einer «trapped surface» zeigt. ©Johan Jarnestad / The Royal Swedish Academy of Sciences
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EVENT HORIZON

/

SPACE

lllustration eines Schwarzen Lochs mit der Singularitat im Innern. ©Johan Jarnestad / The Royal Swedish
Academy of Sciences

Bis zu der Arbeit von Penrose war es unklar, ob Schwarze Locher und Singularititen in der Natur
existieren oder nur ein mathematisches Artefakt der Allgemeinen Relativitdtstheorie sind. Bis dahin
benétigten alle Losungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie, die zu Schwarzen Lochern fiihren, eine
perfekte symmetrische Anordnung, die man in der Natur nicht beobachten kann.

Viele Physiker waren deshalb der Meinung, dass es Schwarze Locher in der realen Welt nicht gibt.
Stellt man sich vor, wie Schwarze Locher entstehen konnten, so benétigt man genug Materie und
Energie in einer kleinen Region, dass die Gravitationskraft stirker ist als jede nur moégliche abstoSende
Kraft, die den Gravitationskollaps verhindern kann. Dieser wurde zum ersten Mal von Robert
Oppenheimer und Snyder 1939 unter idealen symmetrischen Bedingungen einer Gaswolke hergeleitet,
die in dieser Weise niemals in der Natur beobachtet wurde.

Penrose konnte zeigen, dass sich Singularitdten und die damit verbundenen Schwarzen Locher auch
ohne zusdtzliche Annahmen an die Symmetrie der Materie aus der Allgemeinen Relativitédtstheorie
ableiten lassen. Dabei untersuchte er, wie die Gravitation Licht beeinflusst. Ein schweres Objekt erzeugt einen
Gravitationslinseneffekt, der die Lichtstrahlen, die an dem Objekt vorbeilaufen, in einem Brennpunkt biindelt,
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sodass das Licht z. B. einer Galaxie auf verschiedenen Wegen zum Beobachter gelangen kann, der dann mehrere
Bilder dieser Galaxie sieht.

Wenn die Gravitation stark genug ist, wird die Gravitationslinse eine sogenannte «trapped surface» in der
Raumzeit erzeugen. Penrose benutzte Mathematik und Topologie, um ein Konzept einer 'gefangenen Oberfldache’
zu entwickeln. Eine solche Oberflédche ist ein zweidimensionales, geschlossenes Gebilde — dhnlich einem Ring
(siehe Abb.), die alle Strahlung nach innen auf das Zentrum zu zwingt. Im Inneren dieses Rings, so erkannte
Penrose, liegt dann immer eine Singularitdt, ein Punkt, in dem die Zukunft der Lichtstrahlen endet, weil sie nicht
mehr eindeutig fortgesetzt werden kénnen oder an dem Raum und Zeit nicht mehr definierbar sind. Dieses von
Penrose 1963 veroffentlichte Konzept erklart, weshalb Licht und Materie den Ereignishorizont eines Schwarzen
Lochs nur in eine Richtung passieren konnen — nach innen. Penrose erkannte, dass Raum und Zeit in dieser
gefangenen Oberfldche ihre Rollen tauschen. Dadurch wird die Bewegung nach Innen zur Vorwértsbewegung in
der Zeit. Genau dies macht eine Riickkehr aus dem Schwarzen Loch unmoglich, weil es eine Zeitreise in die
Vergangenheit wére.

Die Penrose Singularitidt bedeutet, dass, wenn alle Materie eine positive Energiedichte hat, bekannt als schwache
Energiebedingung, eine «trapped surface» notwendigerweise das Vorhandensein einer Singularitat impliziert. Im
Szenario von Oppenheimer und Snyder existiert eine «trapped surface» und diese bleibt bestehen, auch wenn die
Symmetrie der Materie beeintréchtigt wird.

Weil Penrose fiir das Singularitdtstheorem nur minimale Voraussetzungen bendtigt, kann man zeigen, dass in
vielen Fillen in der Allgemeinen Relativitdtstheorie Singularitdten entstehen. Dazu ist es nicht notwendig, dass
man einen Ereignishorizont so wie bei Schwarzen Loéchern hat. Es zeigt sich, dass die Raumzeit auch
Singularitdten aufweisen kann, die sich nicht in Schwarzen Lochern verstecken. Penrose hat deshalb diese
nackten Singularititen durch seine Vermutung der kosmischen Zensur nicht zugelassen. Obwohl diese
Vermutung bis heute nicht bewiesen ist, geht man allgemein davon aus, dass sich Singularitidten hinter einem
Ereignishorizont verstecken und somit vom Rest der Raumzeit abgeschirmt sind.

1927 Solvay Conference on Quantum Mechanics. Photograph by Benjamin Couprie, Institut International de Physique
Solvay, Brussels, Belgium.
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Herleitung

Lokale Koordinaten: Im Folgenden sei M eine global hyperbolische Raumzeit mit Cauchy-
Hyperfliche S. S habe als Hyperfliche ein in die Zukunft weisendes Normalenfeld 7 und X sei eine
kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit Normalenfeld & in S. Fiir jeden Punkt p in

2 kann man dann eine glatte Abbildung exp:(—¢,€)x=->M definieren mit exp(r,p)=c,(r) ,
wobei c, die Nullgeodate mit Anfangsbedingung 1i+0 ist. Kritische Werte von exp sind konjugierte

Punkte von X . Dabei handelt es sich um Punkte, an denen sich Geoditen, die orthogonal an nahe
gelegenen Punkten von X starten, schneiden.

Sei @ eine lokale Parametrisierung von X mit Koordinaten (x*,x’) und g=exp(r,,p) ein Punkt
in M, der nicht konjugiert zu X ist, dann kann man iber die Abbildung:
(u,r,x*,x’) - exp(r,W,(®(x*,x’))) lokale Koordinaten in einer offenen Umgebung U von q
definieren. Dabei ist W, der Fluss entlang zeitartiger Geoddten orthogonal zu S. Mit diesen
Koordinaten erhélt man folgenden metrischen Tensor:

a -1 B, P
-1 0 0O O
B, 0 vy Vn
B:s 0 ysy v

Fiir die Determinante erhdlt man durch Entwicklung nach der 2. Zeile:

« ~1 B B -1 B, B

det L0 00 = det 0 Vu Vi 1

B, 0 vyyu Vi 0
B 0 yy Vi Vaz Va3

— det Y2 Vo3
Y32 Va3
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Hat man eine globale hyperbolische  Raumzeit, die die Null-Energie-Bedingung erfiillt*

Ric(V,V) = 0 fiir alle Null-Vektorfelder V), S< M eine Cauchy-Hyperfliche und X eine kompakte
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit einem Einheits-Normalen-Vektorfeld m von S und p€&€S wo
©=0,<0 ist. Dann enthdlt die Nullgeodte ¢, mindestens einen konjugierten Punkt zu X% .

Beweis:
e . . oo 00 1
Die Einstein-Raychaudhuri-Gleichung mit d=2 lautet dann: o + 5 O <0
- 1 1 1 r 1 1 r
® 00 < =—=0r Integration —— + — < —— — > — + —
2 grall e o, 2 ® " e, 2
Ist rz—i erhélt man: l=0 was nur fiir ®=oco sein kann. Dies bedeutet, dass die Determinante

0, €]
oder das Flachenelement 0 ist und damit die Nullgeodédte c, mindestens einen konjugierten Punkt in
2 hat.

O

Die Menge I"(p) fir p€M und M globale hyperbolische Raumzeit ist die Menge aller Punkte
q€M , die man mit einer zukunftsorientierten zeitartigen Kurve verbinden kann. Man schreibt dann:
p<q .

Die Menge J'(p) fir peM und M globale hyperbolische Raumzeit ist die Menge aller Punkte
q€M , die man mit einer zukunftsorientierten nicht raumartigen Kurve verbinden kann. Man schreibt
dann: p<q .

Fiir die kompakte Oberfliche = setztman I ()= U I"(p) und J*(Z)= U J*(p) .

pEZ pEZ

Fir geJ"(p)\I"(p) ist jede zukunftsorientierte, nicht raumartige Kurve eine reparametrisierte
Nullgeodéte.

Mit folgenden Definitionen:

- Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und S eine Cauchy-Hyperfldche mit einem in die
Zukunft gerichteten Normalenvektorfeld n. Eine kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit -
>cS mit Normalenvektorfeld m in S nennt man trapped, falls die Erweiterungen ®°,0 von
Nullgeodditen mit Anfangsbedingung n + m bzw. n — v beide negativ auf X sind. Die Teilmenge
3cS nennt man anti-trapped, falls die Erweiterungen ® ,0 von Nullgeoddten mit
Anfangsbedingung n + m bzw. n — v beide positiv auf Z sind;

83 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Energiebedingung
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- Eine Raumzeit (M, g) nennt man singuldr, wenn sie nicht geoddtisch vollstdndig ist;
kann man dann das Singularitdtstheorem von Penrose beweisen:

Sei (M, g) eine zusammenhdngende, globale, hyperbolische Raumzeit mit einer nicht kompakten
Cauchy-Hyperfliche S, die die Null-Energie-Bedingung erfiillt. Enthdlt S eine trapped Oberfldche
2 , dann ist (M, g) singuldr.

Dazu benétigt man folgenden Hilfssatz:

Sei (M, g) eine globale hyperbolische Raumzeit, S eine Cauchy-Hyperfliche mit einem in die
Zukunft  zeigenden = Normalenvektorfeld @ n, 2cS eine = kompakte  zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit von M mit Einheits-Normalen-Vektorfeld m in S, p€X , c, eine

Nullgeodiite durch p mit Anfangsbedingung n,+m, und q=c,(r) fiir r > 0. Falls c, einen

konjugierten Punkt zwischen p und q hat, dann ist q€I*(Z) .
Beweis:

Sei s der erste konjugierte Punkt entlang ¢, . Sei « eine Nullgeodite von 2cS nach s. Wir
betrachten den Weg, der in ZcS startet und entlang « bis s verlduft. Danach gehen wir entlang ¢,
weiter bis q. Diesen Weg kann man in s glétten und man erhélt damit, dass der Punkt q€I”*(Z) ist,
wie behauptet.

Beweisskizze des Singularitdtstheorems:

Seit t:M — R eine globale Zeitfunktion, sodass S=t"'(0) ist. Die Integralkurve® von gradt
schneidet S genau einmal und 61" (X) hochstens einmal. Nimmt man nun an, dass es eine in die
Zukunft gerichtete Nullgeoddte orthogonal zu X gibt, die man durch einen affinen Parameter grofRer

als ro=— in die Zukunft von X erweitern kann, so kann man im Widerspruch zur Voraussetzung

2
0,
zeigen, dass S kompakt ist. Dazu definiert man eine stetige, injektive Abbildung #:01 (X)-S ,
deren Bild offen ist. Daraus folgt, dass 1" (X) kompakt ist und damit das Bild von 7:01'(Z)~ S

ebenfalls kompakt. Wegen des Zusammenhangs von M folgt, dass das Bild von 7:01'(Z) - S gleich
S und damit kompakt ist.

Zitat: Es gibt nur zwei Arten zu leben. Entweder so als wire nichts ein Wunder oder so als wire alles
ein Wunder.*

84 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Integralkurve
85 Albert Einstein iiber die duale Welt
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5.8.4 Der Metriktensor rotierender und nicht rotierender Schwarzen
Locher

5.8.4.1 Die Schwarzschildmetrik

Rotieren die Schwarzen Locher nicht, so erhdlt man die Schwarzschildmetrik fiir ungeladene

—u—éﬂ) 0 0 0
r
0 L o o
Schwarze Locher mit:  g,(t,r,6,®) = |_2M , wie wir es
r
0 0 r’ 0
0 0 0 r’sin’f

schon zuvor gesehen haben.

Setzt man r=¥ , so kann man die Metrik auch folgendermaf8en schreiben:

—(1-1) 0 0 0

1
0 0 0

g;(t,r,0,®) = 1-1 . Mit
0 0 r 0
0 0 0 r’sin’6

dQ*® = d0’ + sin’(f) - d® * hat man dann folgendes Linienelement in Kugelkoordinaten:

1
1 -7

dr’ + r* - dQ’

ds* = —(z—1) - df’ +

Die inverse Bilinearform ist durch folgende Matrix gegeben:

P
2m—zx 0

0 _Z2m-—x

—_—

0

: : 0
g (txyz2) 0 0 0
0 0 :

ey
=2 sinfy)

—

3 [
|..|

—_—

2:-G-M

2
c

In der Metrik wurde G=c=1 gesetzt, sodass 2M dem Schwarzschildradius r,= entspricht.

Der Riccitensor und der Ricciskalar verschwinden, sodass der Einsteintensor ebenfalls verschwindet.
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Der Einsteintensor kann man tiber SageMath mit folgendem Skript berechnen.

# Einsteintensor der Schwarzschildmetrik ungeladenes Schwarzes Loch
version ()
M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z'")
var ('m', domain='real')
g=M.metric ()
gl0,0]=-(1-2*m/x)
gll,11=1/(1-2*m/x)
gl2,2]=xA2
gl[3,3]1=xA2*(sin(y))A2
latex(g[:1)
h=g.inverse()
latex(h[:])
nabla = g.connection()
latex(g.christoffel symbols display())
Ricci = nabla.ricci()
latex (Ricecil[:])
Riceci_scalar= g.ricci_scalar ()
latex(Ricci_scalar.display())
G = FiniteRankFreeModule (RR, 4, name='G')
t = G.tensor((1,1), name='t"'")
t.parent ()
t.parent () is G.tensor module(1,1)
t in G.tensor module(l,1)
e = G.basis('e'); e
ii = [0,1,2,3]
jj = [0,1,2,3]
for i in ii:
for j in jj:
t[i,jl=Ricci[i,j]l+0.5*Ricci_scalar*gl[i,j]
latex(t[:])

Die Ausgabe kann man dann mit TextWorks weiter bearbeiten

% \documentclass[8pt a3paper] {article}
\documentclass {scrartcl}

\usepackage {amsmath}
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\usepackage {graphicx}

\usepackage {hyperref}
\usepackage[latinl] {inputenc}

% \documentclass[8pt a3paper] {article}

\documentclass{scrartcl}

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}
% \usepackage[ngerman]{babel}
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Schwarzschild}
\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}

\begin{document}

\section{Schwarzschild}

$\left(\begin{array} {rrrr}

\Mfrac{2\, m}{x} -1 & 0 & 0 &0\

0 & -\frac{1}{\Mrac{2\, m}{x} -1} & 0 & 0\\
0&0&xM2} &0\

0 & 0 & 0 & x7 {2} \sin\left(y\right)\ {2}
\end{array }\right)$

\section{Inverse Schwarzschild-Metrik }
$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{x}{2\, m-x} & 0 & 0 & 0 \\

0 & -\frac{2\, m-x}{x} & 0 & 0\\

0 & 0 & \frac{1}{x*{2}} & 0\

0 & 0 & 0 & \frac{1}{x {2} \sin\left(y\right)\{2} }
\end{array }\right)$

\section{Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{\, t \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & -\frac{m}{2\, m x -
xM2}} W\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }A{\, x \phantom{)\, t} \phantom{)\, t} } & = & -\frac{2 \, mA{2} - m x}
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{xA{3}} W\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x\, x }A{ \, x \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & \frac{m}{2 \, m x - xA {2} } \
\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, y \, y }{ \, x \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & 2\, m - x \\ \Gamma_{ \phantom{\, x}
\, z\, z }M\, x \phantom{)\, z} \phantom{)\, z} } & = & {\left(2 \, m - x\right)} \sin\left(y\right)A {2} \\

\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, y }*{\, y \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & \frac{1}{x} \\\Gamma_{ \phantom{\,
v\, z\, z M\, y \phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) \\ \Gamma_{ \phantom{\, z}
\, x\, z }M\, z \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & \frac{1}{x} \\Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }A{ \, z
\phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & \frac{\cos\left(y\right)}{\sin\left(y\right)} \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array} {rrrr}

0&0&0&O0\

0&0&0&0\

0&0&0&0\

0&0&0&0

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array} {llcl}\left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Man erhélt dann folgendes PDF-File als Ausgabe.

Einsteintensor

1 Schwarzschild

im 0 0 0
) 1
0 g 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 x%sin(y)?
2 Inverse Schwarzschild-Metrik
s 0 0 0
0 -2m=z o 0
0 0 = 0
0 0 0 :

S R 4
z< ginfy)
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3 Christoffel Symbole

t
F tx
£
F ti

I
]'_‘ i

£
' yy
]_":I‘:
v
I 2y
y
| R
]'_‘_F:I’:z

quz

I

1z mg—x-
__2m—me

i
2mr—x=
2m —=x

. 32

(2m — x) sin (y)
2
& :
— cos (y) sin (y)
2
®
cos(y)
sinfy)

4 Riccitensor

0
0
(
(

e

()
()
()
()

0
0
0
(

0
0
0
0

5 Ricciscalar

(t,x,y,2)

—s 0
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5.8.4.1.1 Zeitdilatation Schwarzschildmetrik

1
2 _ r
‘ 2-M—r

1 1
2 1 2

T = | g" ‘ ist die gravitative Zeitdilatation der

Is
1—.S
r

Schwarzschild-Metrik in einem stdrkeren Gravitationsfeld verlduft die Zeit langsamer als in einem
2

schwécheren Gravitationsfeld. Sie steht in Beziehung zur Fluchtgeschwindigkeit v, ,,=—F— eines
ungeladenen Partikels. Der folgende Plot bezieht sich auf Radien in Einheiten eines Gravitationsradius

G-M
r,=——— ,also G=c=M=1 . Man sieht sehr deutlich die Polstelle am Ereignishorizont beim
c

Schwarzschildradius rg=2-r, mit der Zeitdilatation 7=t,, .

Abb. : BN o
0 m-=-—
1-2
r=yvIlgtl
@ Tertt ==y gt}
@ Text2 =g
+
L
"
o}
g
Q
0.5 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6 6.5 i
8 _

Ereignishorizont Schwarzschildmetrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gem;infrei

Es gilt lim v(r):l bedeutet, dass am Ereignishorizont die Lichtgeschwindigkeit die
T30

Fluchtgeschwindigkeit ist. lim r(r) =1 bedeutet, dass man sich unendlich weit weg vom

r->wo

Zitat: Am schwersten auf der Welt zu verstehen ist die Einkommensteuer.*

86 Albert Einstein
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0= %i Tn 2
\[1-7 b
(r) = f(r) — -
1
-\l ,
iy V-1 0.
@  Tentl = “vpyay’ j
@  Tert2 = “vpyay’ "
@ rTan 5
+ 0.
#
0 05 1 15 2 25 5 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 . 95 Q
Q
L o
Abb. Fluchtgeschwindigkeit Schwarzschildmetrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
1 1
Man nennt den Ausdruck z = —_— 2 -1 die Rotverschiebung eines im Abstand r von der
2-G-M
1- —
C'r
.. . . . . . . A’a_ ﬂ'e ﬂ'a . IP .
Masse M emittierten Lichtstrahls. Sie ist allgemein wie folgt definiert: z=T= 2 1 . Dabei ist A, die
e e

Wellenlinge des ausgestrahlten Lichtes im Abstand r von der Masse M und A, die Wellenlinge des absorbierten

Lichts, das von einem Beobachter im Unendlichen empfangen wird. Dies gilt auch fiir die Masse beliebiger Sterne, also
nicht nur fiir Schwarze Locher. Man nennt sie gravitative Rotverschiebung. Entwickelt man den Wurzelausdruck in eine

3 5
Taylorreihe, dann ergibt sich mit K=—; firz:. z=K%+ 5 K+ B K+... . Da fiir kleine Massen wie zum Beispiel

c-r

E

die Masse der Erde K sehr klein wird, erhilt man als Naherung: z = fiir die Rotverschiebung von im Abstand

2
C'r

r vom Erdmittelpunkt emittierten Lichts.

Aus: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5¢/Gravitational red-shifting.png
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@  Textl = "ro” : A e
@ Teaxt2 = 4y E 8
i ok
M

® -0=|im :
+ 6

5

1

3

2

1

1

L1

=

RoWerScl-liebilng von érﬁiuiert;n Licht bei einem Schwarzen Loch mit Schwarzschildmetrik. Bei =1 liegt der

Ereignishorizont von einem Schwarzschildradius 1, Mit T=Ta

e

festgelegt.

wird das Verhiiltnis zwischen den Wellenldngen

Beispiel: Wird Licht aus einer Entfernung von 1,2 Schwarzschildradien mit einer Wellenldnge A,
emittiert, dann absorbiert ein theoretischer Beobachter im leeren Raum, der sich unendlich weit vom
Schwarzen Loch befindet, Licht mit ca. 2,5 facher Wellenldnge. Je ndher die Lichtquelle am
Ereignishorizont liegt, desto grofer wird die Rotverschiebung. Am Ereignishorizont wir die
Rotverschiebung 0 . Beim Beobachter kommt also kein Licht mehr an, egal wie weit er sich vom

Ereignishorizont befindet.

Gravitative Rotverschiebung verschiedener Himmelsobjekte fiir einen Beobachter

Planet/S5tern  Rotverschiebung

Erde 7,0-10"10
Jupiter 2,0-10°8
Mira 6,4-10"9
Pollux 4,3.1077
Sonne 2,1-10°6

im Unendlichen

Stern Rotverschiebung
Naos 6,2-10°
Sirius B 2,4-107%
BPM 37093 8,0-10"%
0.24]
Meutronenstern mit 1,8 Mz 0,34
Schwarzes Loch, Ereignishorizont unendlich

https://de.wikipedia.org/wiki/Rotverschiebung#Gravitative_Rot-

und Blauverschiebung in _der speziellen Relativit% C3%A4tstheorie
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NASA’s Curiosity Mars rover used its Mast Camera, or Mastcam, to capture this image of its 36th successful drill hole
on Mount Sharp, at a rock called “Canaima.” The pulverized sample of this rock was drilled on Oct. 3, 2022, the 3,612th
Martian day, or sol, of the mission. NASA/JPL-Caltech/MSSS

NASA’s Curiosity Mars rover captured these clouds just after sunset on March 19, 2021, the 3,063rd Martian day, or sol,
of the rover’s mission. The image is made up of 21 individual images stitched together and color corrected so that the
scene appears as it would to the human eye. The clouds are drifting over “Mont Mercou,” a cliff face that Curiosity has
been studying. NASA/JPL-Caltech/MSSS
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5.8.4.2 Die Reissner®’-Nordstrom®®-Metrik

Diese Metrik beschreibt das Linienelement fiir geladene, nicht rotierende Schwarze Locher:

2
M—l 0 0 0
r
r2
(t,r,0,®) = 0 -0 0
g”( ) Q°+r’—2Mr

0 0 r’ 0

0 0 0 r’sin’6

Die inverse Bilinearform ist durch folgende Matrix gegeben:

-

— O it 0 0 0
ij g L=2mzda® g 0
r UL, V.Z .
s L 0 = 0
() 0 0 1

x? sinfy)

Der Riccitensor ist dann:

[ 2(32::::-4 ()3 ” ” n
T

R U o - ;m.r.':1 - 0 &

i §= 0 0 ?—f 0

. 5 3

und der Ricciskalar verschwindet:

R r(g): M — B
. Ift:"r:ey:-:} — 0

87 https://de.wikipedia.org/wiki/Hans Jacob Reissner

88 https://de.wikipedia.org/wiki/Gunnar Nordstr%C3%B6m
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Der Einsteintensor ist also gleich dem Riccitensor. Hier nochmals die Zusammenfassung der
Ergebnisse aus SageMath.

#Einstein Tensor Reissner-Nordstrom
version()

M = Manifold(4, 'M', structure="Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var ('rs m Q a', domain="real")
g00(x,y)=(2*m*x-QN2)/(x*x) -1
g11(x,y)=(x"2)/(QN2+xA2-2*m*X)
g22(x,y)=x/2

g33(x,y)=x"2*(sin(y))"2

g=M.metric()

g[0,0]=g00(x,y)

gl1,1]=gl1(x.y)

g[2,2]=g22(x,y)

g[3,31=g33(x,y)
print("Reissner-Nordstrom");
latex(g[:])Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
h=g.inverse()

print("Inverse Reissner-Nordstrom-Metrik");
latex(h[:])

nabla = g.connection()

print("Christoffel Symbole");
latex(g.christoffel_symbols_display())
Ricci = nabla.ricci()

print("Riccitensor");

latex (Riccil[:])

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print("Ricciscalar");
latex(Ricci_scalar.display())

Mit dem Ausdruck kann man folgendes LatexSkript erzeugen

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl }

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel }
\usepackage{pdfpages}
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\KOMAoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Reissner-Nordstrom-Metrik}

\author{Guenter Opitz-Ohlsen}

\date{03.04.2024}

\begin{document}

\section{Reissner-Nordstroem}

$\left(\begin{array } {rrrr}

Afrac{QAM{2} -2\, mx}{xM2}} -1 & 0 & 0 & 0\

0 & \frac{x {2} H{QM{2} -2\, mx + x A {2}} & 0 & O \\

0&0&xAM2} &0\

0 & 0 & 0 & xM {2} \sin\left(y\right)" {2}

\end{array }\right)$

\section{Inverse Reissner-Nordstroem-Metrik}

$\left(\begin{array} {rrrr}

Afrac{xM2HQM2} -2\, mx +xM2}} & 0 & 0 & 0\

0 & \frac{QM2} -2\, m x + x {2} }{x {2} } & 0 & O \\

0 & 0 & \frac{1}{x{2}} & 0 \\

0 & 0 & 0 & \frac{1}{x" {2} \sin\left(y\right)* {2} }

\end{array }\right)$

\section{Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{\, t \phantom{), t} \phantom{\, x} } & = & -
\frac{QM2} - m x}{QAM2} x - 2\, m xM {2} + xA{3}} W\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }/{ \, x \phantom{)\,
t} \phantom{\, t} } & = & -\frac{Q" {4} - 3\, QM2} m x - m xA {3} + {\left(Q {2} + 2\, mA{2}\right)} xA{2}}
{xA{5}} W\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }A{ \, x \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & \frac{Q"{2} - m
xHQM2} x -2\, m xM2} + xAM{3}} W\Gamma_ { \phantom{\, x} \, y \, y }*{ \, x \phantom{)\, y} \phantom{}\,
v} } & =& -\frac{QN 2} - 2\, m x + x {2} }{x} W\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, z\, z }*{ \, x \phantom{\, z}
\phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(QA {2} - 2\, m x + xA {2 }\right) } \sin\left(y\right)A {2} } {x} \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x\, y }{\, y \phantom{\, x} \phantom{)\, y} } & = & \frac{1}{x} \\

\Gamma_{ \phantom{\, y} \, z\, z }{ \, y \phantom{)\, z} \phantom{\, z} } & = & -\cos\left(y\right)
\sin\left(y\right) \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, x \, z }A{ \, z \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & \frac{1}
{x} W\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }A{ \, z \phantom{)\, y} \phantom{\, z} } & = &
\frac{\cos\left(y\right)} {\sin\left(y\right) } \end{array }$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array } {rrrr}

\frac{Q {4} -2\, QM2} m x + QM2} x M2} H{xM6}} & 0 & 0 & 0\

0 & -Mfrac{QM2}1{Q {2} xM2} -2\, m xM{3} + x {4}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{Q M2} H{xM2}} & O\

0 & 0 & 0 & \frac{ QA {2} \sin\left(y\right) {2} }{x" {2} }

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array } {llcl \left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Die Umwandlung mit TexWorks liefert folgendes PDF-File.
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1 Reissner-Nordstroem

—@gmr 0 0 0
2
0 Q2 —2ma+az2 ﬂ 0
0 0 z? fl
0 0 0 a%sin (f,.r)

2 Inverse Reissner-Nordstroem-Metrik

2

o Qj—i;;ru‘—é—a‘j , E} 0 0
0 Q) —.3;;1.1?—!—.1‘ 0 0
0 0 = 0
0 0 0 1

T L
x? sin(y)~

3 Christoffel Symbole

It . Q2 —mzx
te T (iz=2mari+zd
re o Q'l—.'-Ianm-—mx'i—l-(Qg+2 ?112);1:2
tt — 3
= L Q% —mzx
T T Qar‘ znug—'-z
T T i Q‘—Z m.r—|—.1
vy o
re L (QZ —2 me-+x ) .~;i;1[_1h,."}"2
i = T
Y ST
L7y vy T oz
r'Y,, = —cos(y)sin(y)
'\/: _ l
P, = L
rz. = cos(y)
vz sin(y)
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4 Riccitensor

Q-2 (22::"1334"(-921'2 0 0 0
Q2
0 QZz22mz3+z?t ? 0
0 0% 0
2 sin(y)?
0 0 Q 2(9‘)

5 Ricciscalar

(t,z,y,z) — 0

This new Hubble image, captured and released to celebrate the telescope’s 23rd year in orbit, shows part of the sky in the constellation of Orion (The
Hunter). Rising like a giant seahorse from turbulent waves of dust and gas is the Horsehead Nebula, otherwise known as Barnard 33.

This image shows the region in infrared light, which has longer wavelengths than visible light and can pierce through the dusty material that usually
obscures the nebula’s inner regions. The result is a rather ethereal and fragile-looking structure, made of delicate folds of gas — very different to the
nebula’s appearance in visible light.Credit: NASA, ESA, and the Hubble Heritage Team (AURA/STScI)
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5.8.4.2.1 Zeitdilatation der Reissner-Nordstrom-Metrik

1 2 2
r r . _ ..
T=]g"|?%= = ist die gravitative Zeitdilatation der

© Q*r(r-2M)  (r—-M)+Q*-M?
Reissner-Nordstrom-Metrik- in einem stdrkeren Gravitationsfeld verlduft die Zeit langsamer als in

einem schwicheren Gravitationsfeld - in der Nihe des Schwarzen Lochs. Mit r'=M+vM’—Q* und

1

= 2
r=M—y M’—Q’ erhilt man auch: T = | g" | ? = f— . Sie steht in Beziehung zur
(r=r")-(r-r)
Fluchtgeschwindigkedit meFT_ eines ungeladenen Partikels. Der folgende Plot bezieht sich

auf Radien in Einheiten eines Gravitationsradius r g also M=1 . Setzt man auch Q=1 , dann

eliminiert man eine Polstelle. Deshalb setze ich A=M*—Q? , also: r'=M+vA und r=M—-VA .
Damit der Radikand definiert ist, muss A>0 sein, was bedeutet, dass die gesamte Energie des

2 2
Schwarzen Lochs grofer als die elektrische Energie ist. Dann ergibt sich: A= MMiZQ-M =r-M* ,

mit einem Skalierungsfaktor 0<I'<1 oder r'=M+M-vT=M-(1+VT) bzw.
r=M—-M-VT=M-(1-vT) . Setzt man nun M=1 , misst also den Abstand in

Gravitationsradien, dann ergibt sich: r'=ry(1+vT) bzw. r'=r(1—-vT) . Man erhilt:
1 2
T = | (g“) | 2 = r und sieht sehr deutlich die Polstellen an den zwei

(r=(1+4T))-(r—(1-+T))

Ereignishorizonten, bei denen die Zeitdilatation ¢, ist.

r=025 : 2 o
00l ————— 0% ®
@ tun=< ; % =055
@ | text2 = “rg H
5 «; 2
() = |f<r‘~o.‘,'7
—(1+F)) (r- (1-vF))
® (-~ (
i _
= ‘(rf(hv’ﬁ))(rf(lﬂ/ﬁ)){' =0 ®
T
12
8
4 ~
Q~
Q
= E3

Zeitdilatation Reissner-Nordstrom-Metrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Reissner-Nordstrém
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Es gilt lim v(z‘)=1 bedeutet, dass am Ereignishorizont die Lichtgeschwindigkeit die

T

Fluchtgeschwindigkeit ist. lim r(r) =1 bedeutet, dass man sich unendlich weit weg vom Schwarzen

r>wo

Loch im gravitationsfreien Raum befindet. Dort gibt es dann keine Fluchtgeschwindigkeit, um dem
Schwarzen Loch zu entrinnen. Die folgende Grafik zeigt die griine Kurve der Zeitdilatation #(r) und
die blaue Kurve der Fluchtgeschwindigkeit v(r) . Am Punkt A und C ist die Zeitdilatation t,, und an
Punkt B liegt ein lokales Minimum vor. Die Zeitdilatation betrdgt dort 3 (1 Sekunde Eigenzeit
entspricht 3 Sekunden im gravitationsfreien Raum). Die Fluchtgeschwindigkeit an den beiden
Ereignishorizonten ist 1, was der Lichtgeschwindigkeit entspricht, da c¢=1 gesetzt wurde. 10°
Gravitationsradien vom Schwarzen Loch entfernt, betrdgt die Fluchtgeschwindigkeit ca. 6,3 % der
Lichtgeschwindigkeit und bei 10° Gravitationsradien noch ca. 2 %o der Lichtgeschwindigkeit.

r=02 : 1} 2
O 00] @ 099 ()
textl = %5 - 1 =025
@ teat2 =g 0
) = If (r >0, : 9
® (1 - (1 T
= ‘:(rf (1+v025)) (r— (1 i
o
5
TurningPoint(v(r), ~0.2065570
. = A = (0500000046975, 1) 8
(0] B = (0.75, 0.9428090415821} 5
O C = (1.5000000264116, 1) 3 AB c 2
1 r.—-o\ ar
ak
o o
Zeitdilatation und Fluchtgeschwindigkeit Reissner-Nordstrom-Metrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Reissner-

Nordstrém

Zitat: Geniale Menschen sind selten ordentlich, Ordentliche selten genial.”

89 Albert Einstein
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Zeitdilatation |gn| , 0<r<5 - Verhiltnis der Wellenlingen - der Reissner-Nordstrém-Metrik in Polarkoordinaten,
Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Reissner-Nordstrém

1

Kehrwert der Zeitdilatation —,0<r<5 - Verhiltnis der Frequenzen - der Reissner-Nordstrom-Metrik in

lg‘’

Polarkoordinaten, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Reissner-Nordstrém
Dabei sind folgende Eingaben benutzt worden:
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5.8.4.2.2 Besondere Bereiche der Reissner-Nordstrom-Metrik

Bei der Reissner-Nordstrom-Metrik

2
r
r2
At,r,0,0) = 0 — 0 0
gﬁ ) r’—2Mr+Q’
0 0 rr0
0 0 0 r’sin’0
) _2Mr—Q* _ . - . .
fihrt ~7==———-=1 zum Verschwinden der zeitlichen Metrikkomponente g, und bei
r

S=r’—2Mr+Q*=0 mit r'=M+VM?—Q? (duRerer  Horizont), r'=M—+y M°—Q’ (innerer
Horizont) zu Polstellen der rdumlichen Metrikkomponente g, (Siehe vorheriges Kapitel). Da aber
2

2
‘r=w ist, gilt —7r’=—2Mr+Q’ und damit g,,:ﬁ gilt. Also kann man die
r-(1—-=
Metrik entsprechend abgekiirzt umschreiben:

-1 0 0 0

0 1 0 0
g;(t,r,0,0) = 1-t

o 0 r 0
0 0 0 r’sin’0

Das Verschwinden der zeitlichen Komponente bei z=1 der Metrik, zieht also das Verschwinden von

2 nach sich, sodass die zeitliche Komponente an den Horizonten verschwindet, wie es bei der
Schwarzschildmetrik der Fall ist. Die Metrik kann auch als Linienelement geschrieben werden. Dann
ergibt sich aus der Bilinearform Folgendes Linienelement:

1

ds2=(r—1)-a‘u2+1 dr’+r’.(d & +sin’*(6)d @*) .

Da ds’=dr’+r’.(d & +sin’(8)d ®°) das Linienelement der Kugel in Kugelkoordinaten ist, schreibt
man auch kiirzer mit dQ*=d & +sin’(8)d ®* und erhilt schlieRlich

ds’ = (z—1) - dt* + dr’ + r’-dQ’

1-7
Diese Uberlegungen fiihren dann zu besonderen Bereichen in der Raumzeit. Folgendes Bild zeigt eine

Vorzeichenuntersuchung der zeitlichen Komponente. Es gibt Metriken bei denen sich das Vorzeichen
andert. Hier ist dies aber nicht der Fall. M und Q wurden dabei gleich Eins gesetzt.
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Abb. Vorzeichen der zeitlichen Koordinate der Reissner-Nordstrom-Metrik zwischen den Ereignishorizonten, Giinter
Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Wie man sieht behdlt die Zeit ihr negatives Vorzeichen. Also liegt zwischen den Ereignishorizonten
eine kausale Raumzeit. Die Punktsingularitdt ist bei der Reissner-Nordstrom-Metrik bei r = 0

2 2
vorhanden. Dort gilt: limw — 1 =0 , lim r =0 und 6,

r0 r r>0 1’ + 2Mr + Q2
nicht wohldefiniert. Das Koordinatensystem bricht also bei r=0 zusammen. Wir erhalten eine
Punktsingularitdt wie bei ungeladenen nicht rotierenden Schwarzen Lochern.

Vergleicht man die Linienelemente der Schwarzschildmetrik und der Reissner-Nordstrom-Metrik, dann
fallt sofort die strukturelle Ahnlichkeit auf.

2
1 dr’ + r* - dQ* mit 1=M

ds’ = (z—1) - dt* +

dr’ + r* - dQ? mit‘r=2—M
-7 r

ds’ = —(7—1) - dt* +
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Damit koénnen wir uns die beiden Schwarzen Locher geladen und ungeladen strukturell gleichartig
vorstellen, nur mit dem Unterschied, dass bei der Schwarzschildmetrik genau ein Ereignishorizont
existiert und bei der Reissner-Nordstréom-Metrik zwei davon.

Blick in ein nicht rotierendes, ungeladenes Schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik),
https://www.istockphoto.com/de/search/2/image-film ?phrase=schwarzes%20loch%20drahtgitter&page=2, gemeinfrei

. Outer Horizon

|
ix

I .
@ Inner Horizon

Blick auf ein nicht rotierendes, geladenes Schwarze Loch (Reissner-Nordstrom-Metrik),
https://jila.colorado.edu/~ajsh/bh/rn.html
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5.8.4.3 Die Kerr-Metrik

Die Metrik fiir rotierende, ungeladene Schwarze Locher ist durch die Kerr-Metrik gegeben.

rsr ryr .2
2 25 2 -1 0 0 a5 25 >—sin 17
r'+a’-cos 4 r'+a’-cos 4
2 2 2
r'+a‘-cos" 6
0 T 0 0
g,(t,r.0,0) = r’—ryr+a
2 2 2
0 0 r'+a’-cos 4 0
2 2\2 2 2 2 .2 .2
ryr 2 ((a*+r*f—a*(r*~r r+a’)-sin° )-sin° 6
a—————sin" 4§ 0 0 T 2
r'+a”-cos” 6 r'+a-cos 6

Mit folgenden Ausdriicken:
rer
=—5
S=r"+a’-cos’ 6
A= rz—rs-r+ a
)(:(az+r2)2—az-A-sin2 6

a= ﬁ J = Drehimpuls

r=2-M r.=Schwarzschildradius

s

(-1 0 0 alsin’6

0 % 0 0

liefert das. g,(t,r,0,®) = . 0 3 .
. 2 x-sin’0
alsin’f 0 O =

Folgendes SageMath Skript berechnet dann die weiteren Tensoren:

#Einstein Tensor Kerr Metrik

version()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var ('rs m Q a', domain='real')

g00 (x,y)=rs*x/ (xA2+an2* (cos (y) ) A2) -1

g03 (x,y)=(a*rs*x* (sin(y) ) A2) / (xA2+an2* (cos (y) ) A2)
g30 (x,y)=(a*rs*x* (sin(y) ) A2) / (xA2+anr2* (cos (y) ) A2)
gll(x,y)=(xN2+an2* (cos (y) ) A2)/ (XA2-rs*x+al2)

g22 (x,y)=(xN2+an2* (cos (y) ) N2)

g33 (x,y)=(((anr2+xA2) A2

-af2* (xA2-rs*x+an2) * (sin(y) ) A2) * (sin(y) ) A2) / (xA2+an2* (cos (y) ) A2)
g=M.metric/()

g[0,0]1=g00 (x,y)

gl[0,31=903 (x,y)
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gl[3,01=g03(x,y)
gll,11=g11(x,y)
gl2,2]=g22(x,y)
gl3,31=g33(x,y)

print("**********************************************************************");
Print ("**xkkkkkkkkkhhkkkkkkrxkk*Korr-Metrik *ddhhhhkhkhhhhhkhkkhhhhhhkkkkhhhkxn) ;
print ("**********************************************************************“) o
latex(gl[:])

h=g.inverse ()
print ("**********************************************************************") H

print("*********************Inverse Kerr-Metrik******************************");
print("**********************************************************************“);

latex(h[:])

nabla = g.connection()
print ("**********************************************************************“) o

print ("kkkkkkkkkkkkkkkkrkrk*Christoffelsymboler*rkkkkhkhkkhkkhkkhkkhkkhkhhkhkhkrdkrn) .
Print (Mhkkkkkkkkhkkkkkhkhkhkhhhhhhhhhdhdhhhhhhhhhhhdhhhhhhhhhhhkhhkhkhkhkkrkrkrn) ,

latex(g.christoffel_ symbols_display())

Riceci = nabla.riceci ()
print ("**********************************************************************“) o

Print ("x*kkkkkkkkkkhkkkkkkkkkk***RICCILENSOT* **hkhkkhkhhhhhhhhhhhrhhhkhhhrkkhdn) ;

print ("**********************************************************************") H

latex (Riccil:])

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print (ll**********************************************************************ll) o

pPrint ("x*kkkkkkkkkkhkkkkkkk ki rk*Ricciscalarksrrrrkkhkhhhhkkkhhkhkrhkhkkhhrkkhkn) ;

print ("**********************************************************************“) o
latex(Ricci_scalar.display())

Das Ergebnis ist ein Latex-Skript, das z. B. angepasst an TexWorks umgewandelt in ein PDF-File
werden kann.

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl}

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel }
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A2,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Kerr Metrik}

\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}
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\begin{document}

\maketitle{ Einsteintensor Kerr-Metrik }

\section{Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{\mathit{rs} x}{a’{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} - 1 & 0 & 0 & \frac{a \mathit{rs} x
\sin\left(y\right)\ {2} }{a” {2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2} } \\

0 & \frac{a” {2} \cos\left(y\right)A {2} + xA{2}}{ar{2} - \mathit{rs} x + x" {2} } & 0 & 0 \\

0 & 0 & a2} \cos\left(y\right)\ {2} + x {2} & 0 \\

\frac{a \mathit{rs} x \sin\left(y\right)\ {2} } {ar {2} \cos\left(y\right)\{2} + x\ {2}} & 0 & 0 & -
\frac{{\left({\left(ar {2} - \mathit{rs} x + x {2 }\right)} a"{2} \sin\left(y\right)\ {2} - {\left(a’ {2} +
xM2 \right) }A{2 \right) } \sin\left(y\right)A {2} } {ar {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA\ {2} }

\end{array }\right)$

\section{Inverse Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

-\frac{an{4} + 2\, aM2} xM{2} + xA {4} - {\left(ar {4} - ar {2} \mathit{rs} x + a" {2} xA{2}\right)}
\sin\left(y\right)\ {2} }{a"2} xA {2} - \mathit{rs} xA {3} + x\{4} + {\left(a” {4} - a* {2} \mathit{rs} x +
aM2} xM2H\right)} \cos\left(y\right)A {2} } & 0 & 0 & \frac{a \mathit{rs} x}{a"{2} xA {2} -
\mathit{rs} x {3} + x\ {4} + {\left(ar {4} - ar {2} \mathit{rs} x + a2} x {2 }\right)}
\cos\left(y\right)A {2} } \\

0 & \frac{a”{2} - \mathit{rs} x + xA{2}}{ar2} \cos\left(y\right)\ {2} + x {2} } & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{1}{ar{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} & O \\

\frac{a \mathit{rs} x}{ar{2} xA {2} - \mathit{rs} x\{3} + xA\ {4} + {\left(a" {4} - aA {2} \mathit{rs} x +
a2} xM2H\right)} \cos\left(y\right)A {2} } & 0 & 0 & -\frac{a {2} \cos\left(y\right)\ {2} - \mathit{rs}
x + xM2} H{\left(ar {4} - ar{2} \mathit{rs} x + ar {2} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)\ {4} - a" {2}
xM2} + \mathit{rs} xA {3} - x\ {4} - {\left(a”"{4} - aA{2} \mathit{rs} x + \mathit{rs} x {3} -
xM4right)} \cos\left(y\right)\ {2} }

\end{array }\right)$

\section{ Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{\, t \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & -
\frac{a” {4} \mathit{rs} - \mathit{rs} xA {4} - {\left(ar {4} \mathit{rs} + a"{2} \mathit{rs}

xM2 Nright)} \sin\left(y\right)A {2} } {2\, {\left(ar {2} xA{4} - \mathit{rs} xA {5} + x {6} + {\left(a {6}
- aM4} \mathit{rs} x + aA {4} x {2 }\right) } \cos\left(y\right)\ {4} + 2\, {\left(a’ {4} x {2} - a {2}
\mathit{rs} xA {3} + ar {2} x {4 }\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t
\, y ;M\, t \phantom{\, t} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a”{2} \mathit{rs} x \cos\left(y\right)
\sin\left(y\right)} {ar {4} \cos\left(y\right)\{4} + 2\, ar {2} x {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{4}} \
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, x\, z }/{ \, t \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(a* {5}
\mathit{rs} - aA {3} \mathit{rs} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)\ {4} - {\left(a” {5} \mathit{rs} - 2\,
a3} \mathit{rs} xA {2} - 3\, a \mathit{rs} x"\{4}\right) } \sin\left(y\right)A {2} } {2\, {\left(a" {2}
xM4} - \mathit{rs} xA {5} + x\{6} + {\left(ar {6} - a" {4} \mathit{rs} x + ar {4} x A {2}\right)}
\cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(ar {4} x {2} - a2} \mathit{rs} x\{3} + ar {2} x{4}\right)}
\cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\Gamma_{ \phantom{\, t} \, y \, z }A{ \, t \phantom{)\, y} \phantom{\,
z} } & = & \frac{aM {5} \mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)\ {5} - {\left(a” {5} \mathit{rs} x
+ a3} \mathit{rs} x \{3}\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)"{3} } {a” {6} \cos\left(y\right)\ {6}
+ 3\, aM4} xM 2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, a2} xA {4} \cos\left(y\right) {2} + xA {6} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }A{ \, x \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & \frac{a"{2}
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\mathit{rs} xA {2} - \mathit{rs}/ {2} xA {3} + \mathit{rs} xA{4} - {\left(a" {4} \mathit{rs} - aA {2}
\mathit{rs}" 2} x + aA{2} \mathit{rs} x {2 }\right) } \cos\left(y\right)\ {2} } {2\, {\left(a”" {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} x/ {2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)\ {2}
+ xM6\right) } } \\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, z }A{ \, x \phantom{)\, t} \phantom{\, z} } & = &
\frac{{\left(a* {3} \mathit{rs} xA\ {2} - a \mathit{rs}{2} xA{3} + a \mathit{rs} xA {4} - {\left(a* {5}
\mathit{rs} - aA {3} \mathit{rs}" {2} x + a’ {3} \mathit{rs} xA{2}\right)} \cos\left(y\right){2}\right)}
\sin\left(y\right) {2} }{2\, {\left(a”r {6} \cos\left(y\right)\{6} + 3\, ar {4} x/ {2} \cos\left(y\right)\ {4} +
3\, aM2} x4} \cos\left(y\right) {2} + xA{6}\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }A{\, x
\phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & \frac{a/{2} \mathit{rs} - \mathit{rs} xA{2} - {\left(a" {2}
\mathit{rs} - 2\, aAM{2} x\right)} \sin\left(y\right) {2} } {2\, {\left(a”r {2} xA {2} - \mathit{rs} x\ {3} +
xM4} + {\left(ar {4} - ar{2} \mathit{rs} x + ar {2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, y }*{ \, x \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a"{2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a”" {2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\Gamma_{ \phantom{\, x}
L, v\, y M\, x \phantom{)\, y} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a” {2} x - \mathit{rs} x\ {2} + x\ {3} }
{arM{2} \cos\left(y\right)A {2} + xA\{2}} \\Gamma_{ \phantom{\, x} \, z\, z }*{ \, x \phantom{\, z}
\phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(aA {6} \mathit{rs} + 3\, aA{4} \mathit{rs} xA {2} - 2\, aA {4} x" {3}
- {\left(2 \, a6} + ar {4} \mathit{rs} {2 }\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {6} - {\left(a’ {6}
\mathit{rs} + 4\, aA {4} \mathit{rs} xA {2} + 3\, aA {2} \mathit{rs} xA\ {4} - 4\, ar {2} x{5} - {\left(8
a4} - a2} \mathit{rs}M {2 \right)} xA {3} - {\left(4 \, aA{6} + a” {4} \mathit{rs} {2} \right)}
x\right) } \sin\left(y\right)A {4} - 2\, {\left(a” {6} x - aA{4} \mathit{rs} x\{2} + 3\, aM 4} x {3} -2,
a2} \mathit{rs} xA {4} + 3\, aM2} x {5} - \mathit{rs} xA {6} + x\{7}\right)} \sin\left(y\right)A {2} }
{2\, {\left(ar{6} \cos\left(y\right)\ {6} + 3\, ar{4} x {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, a2} x {4}
\cos\left(y\right)A {2} + xA{6}\right)}} \\\Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, t }A{\, y \phantom{\, t}
\phantom{\, t} } & = & -\frac{a*{2} \mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {a” {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} x/ {2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)\ {2}
+xM6}} W\Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, z }*{ '\, y \phantom{\, t} \phantom{\, z} } & = & -
\frac{{\left(a* {3} \mathit{rs} x + a \mathit{rs} xA{3}\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {a* {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} x/ {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)\ {2}
+ xM6}} W\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, x }/{\, y \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = &
\frac{a’{2} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a”r {2} xA{2} - \mathit{rs} xA {3} + x\{4} + {\left(a" {4}
- aM2} \mathit{rs} x + ar {2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)A {2} } \\\Gamma_ { \phantom{\, y} \, x \,
y M\, y \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & \frac{x}{a’{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, y \, y }A{\, y \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a" {2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a”" {2} \cos\left(y\right)" {2} + xA{2}} \\Gamma_{ \phantom{\, y}
\, z\, z }M\, y \phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left({\left(a"{6} - aA{4} \mathit{rs} x
+ a4} x M2 \right) } \cos\left(y\right)A {5} + 2\, {\left(ar {4} x" {2} - aA {2} \mathit{rs} x {3} +
a2} xM4Rright)} \cos\left(y\right)A {3} + {\left(ar {4} \mathit{rs} x + 2\, aA{2} \mathit{rs} xA {3} +
an2} x4} + xM 6 \right) } \cos\left(y\right)\right)} \sin\left(y\right)} {aA {6} \cos\left(y\right)\ {6} +
3\, aM4} xM 2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, ar{2} xA {4} \cos\left(y\right) {2} + xA {6} } \\

\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t\, x }/{\, z \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & \frac{a* {3}
\mathit{rs} \cos\left(y\right)\ {2} - a \mathit{rs} xA {2} } {2\, {\left(a" {2} xA {4} - \mathit{rs} xA\ {5} +
xM6} + {\left(ar {6} - ar{4} \mathit{rs} x + aA {4} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)\ {4} + 2\,
{\left(ar{4} xA {2} - a7 {2} \mathit{rs} xA {3} + ar{2} xA{4}\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t\, y }{\, z \phantom{\, t} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a \mathit{rs} x
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a” {4} \cos\left(y\right) {6} - {\left(ar {4} - 2\, a" {2} xA{2}\right)}
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\cos\left(y\right)A {4} - xA\ {4} - {\left(2 \, arM {2} x {2} - xA {4}\right)} \cos\left(y\right)A {2} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, z} \, x \, z }/{ \, z \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & -\frac{a"{2}
\mathit{rs} xA {2} + 2\, \mathit{rs} xA\ {4} - 2\, xA\{5} + {\left(ar {4} \mathit{rs} - 2\, aA {4} x\right)}
\cos\left(y\right) {4} - {\left(a" {4} \mathit{rs} - aA{2} \mathit{rs} xA {2} + 4\, aA {2} x {3 }\right)}
\cos\left(y\right) {2} } {2\, {\left(ar {2} xA {4} - \mathit{rs} xA {5} + x\{6} + {\left(ar {6} - ar {4}
\mathit{rs} x + a4} x M2 }\right)} \cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(a”" {4} x {2} - a’ {2} \mathit{rs}
xM3} + a2} x M4 N\right)} \cos\left(y\right)A {2 }\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }A{\,
z \phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(a”"{4} \cos\left(y\right) {5} - {\left(ar {2}
\mathit{rs} x - 2\, aA {2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)A {3} + {\left(a* {2} \mathit{rs} x +
xM4Hright)} \cos\left(y\right)\right) } \sin\left(y\right) } {a” {4} \cos\left(y\right) {6} - {\left(a* {4} - 2
\, aM2} xAM{2\right)} \cos\left(y\right)A {4} - xA {4} - {\left(2 \, ar {2} x/{2} - x {4}\right)}
\cos\left(y\right)\{2}} \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array} {rrrr}

0&0&0&0\

0&0&0 &0\

0&0&0&0\

0&0&0&0

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array}{llcl} \\ & \left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Es stellt sich heraus, dass der Riccitensor verschwindet und damit auch der Einsteintensor. Hier noch
einmal die Ergebnisse:

1 Kerr-Metrik

rET 1 0 0 arse .-iil]f_r_f]_,
5 S Y Y-
a? cosly) " +x2 rd_l'l)ﬁ['ng_+.!'_J
; a” cos(y)”+x?
“ 1< — s 4ae “ “
- 2 , 2 L]
0 0 a“cos(y)” +z 0
{:l:n'2 — .r'.w'—:.::u}u"’ :-:'itl{:r,l‘!z = I:u2+.r!::|_,:l :x'l:I['.U.;'!

ru'-s.r:slll[y;lu 0 0
T ROy ) 7 v 7
a? cos(y)*+x2 it L'uri[',:;,l'J+.e'-J
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Inverse Kerr-Metrik Spalte 1 — 3:

a*+2a?x?+zt— (a4—a2rs:c+a2:v2) sin(y)?

@222 —rsz3+at+(at—a2rsz+a2zr?) cos(y)?

0 0
2

a —rsm+m2 0
IR
a? cos(y)“+x2

0 0 1

a2 cos(y)*+x2

arsx O O

a?x2—rszd+zi+(at—a2rsz+az?) cos(y)?

Inverse Kerr-Metrik Spalte 4:

arst
a?z?—rsx3+axt+(a*—a?rsz+a?x?) cos(y)2

a2 cos(y)? —rsx+a?

N (a*—a2rsz+a2z?) cos(y) —a2z?+rsad—zt—(at—a?rsa+rsad —zt) cos(y)

2

Christoffelsymbole 1. Teil:
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Fttm
r'*,
FtIZ
r',.

®
Ptt

z

4 4 2

atrs—rsxt— (a4rs+a2 rsx2> sin(y)
2 (a2m4—rsz5+x6+(a6—a4 rsz+atz?) cos(y)4+2 (atz2—a2rsaxd+a2xt) cos(y)g)

a?rsx cos(y) sin(y)

T ad cos(y)4+2 a?x? cos(y)2+z4
(a5 rs—a31"512) sin(y)*— (a5 rs—2a3rsz?—3 ars:c4) sin(y)?
2 (a2I4—'r39:5 +264(ab—atrse4ata?) cos(y) 42 (ata2—a?rszd+a2xt) cos(y)Q)

a®rsz cos(y) sin(y)®— (a5 rsr+a’ rszg) cos(y) sin(y)*>

aS cos(y)®+3 a%x? cos(y)* +3 a2z cos(y) > +6
a2rsx2—r52m3+rsz4—(a4rs—a2r52m+a2rsa72) cos(y)?

2 (a6 cos(y)8+3 atz? cos(y)* 43 a2z cos(y)2+z6)
(asrsmz—ar52$3+arsx4—( Srs—a®rs2z+a’ TS:EQ) cos(y)g) sin(y)?

2 (a.6 cos(y)®+3 atx? cos(y)*+3 a2zt cos(y)2+:r6)
a’rs—rsz?— (a2 T5—2 a2m) sin(y)2

2 a2r2—rsr3+x4+(a4—a2rs:c+a2x2)cos(y)Q)

a? cos(y) sin(y)
= Sy o

a2 cos(y)“+x2
_ alz—rsr’4a®

a2 cos(y)? +a2
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Christoffelsymbole Teil 2:

a’rsx cos(y) sin(y)

rY ==
tt ab cos(y)°+3 ata? cos(y) 43 a2t cos(y)?+ab
y o (a3rsz+arszg) cos(y) sin(y)
e = - b cos(y) 43 ata? cos(y) +3 a2z cos(y) +ab
rY _ a? cos(y) sin(y)
£ a2x2 —rsxd+ai+ (at—a2rsz+a2z2) cos(y)?
I Yy — T
il a? cos(y)?+x2
DY e eos(y)singy)
vy a2 cos(y)?+x2
v _ ((a67a4rsz+a4z2) cos(y)®+2 (a4:c27a2rsz3+a2a:4) cos(y)3+(a47'sz+2 a2r5$3+a214+x6) cos(y)) sin(y)
2z ab cos(yP+3 atx? cos(y) T +3 a2x? cos(y)? +a6
r? o a’rs cos(y)”® —arsaz?
te T g (a2147r51'5+r6+(a67a47'sr+a4z2)cos(y)4+2(a4127a27'51‘3+a214)cos(y)'z)
r? _ ] arsz cos(y) sin(y)
ty at cos(y)® —(at—2 a222) cos(y)? —z4— (2 a222—x2) cos(y)?
r= N a?rsx? 2 rsxt—2 z5+(a47‘572 a.4:r:) cos(y) 7(0447‘571121‘5:132«#4 a213) cos(y)?
Tz T g (a2:c47r5:c5+zﬁ+(aﬁ7ﬂ4'r51+a412)cos(y)4+2(ﬂ4127a27'sz3+ﬂ214)cos(y);))
r* o (a4 cos(y)sf(azrssz a2z2) cos(y)3+(a2rs:c+z4) cos(y)) sin(y)
vz = a* cos(y) = (a? =2 a%2?) cos(y)*—zt—(2a2z2 —a*) cos(y)>

Christoffelsymbole Teil 3a:

(0.67'3—#3\(;,4?"3332—2 a4$3—(2 a%+at ’!"SQ)I) Siﬂ(y)ﬁ

re,, =

zZ

Christoffelsymbole Teil 3b:

—(a.ﬁ rs+4arsx®+3a’rszt—4a2°— (8 at—qg* ’rsz)::t:g— (4 al+atrs? ):C) sin(y)*

2 ((16 cos(y)®+3 a4z cos(y)*+3 a2z cos(y)2+3:6)

Christoffelsymbole Teil 3c:

—2(abz—atrsz?+3atxz3—2a?rsz?+3a22°—rsxb+27) sin 2
Yy
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4 Riccitensor

0 o o 0
0O 0 0 0
0O 0 0 0
o o o 0

5 Ricciscalar

(& zy,2) — 0

Hierbei handelt es sich um die Vakuuml6sung eines rotierenden Schwarzen Lochs, das ungeladen ist.

Zitat: Das Streben nach sozialer Gerechtigkeit ist das Wertvollste im Leben.”

=

NASA’s Curiosity Mars rover used its Mastcam to take an image of this hill, nicknamed “Rafael Navarro Mountain”
after Rafael Navarro-Gonzdlez, an astrobiologist who worked on the mission until he passed away Jan. 26, 2021. He was
a member of the team working with Curiosity’s Sample Analysis at Mars, or SAM, instrument.

Malin Space Science Systems in San Diego built and operates Mastcam. A division of Caltech, NASA's Jet Propulsion
Laboratory in Southern California built the Curiosity rover and manages the Curiosity rover for the agency’s Science
Mission Directorate in Washington.

More information about Curiosity is online at http://www.nasa.gov/msl and http://mars.jpl.nasa.gov/msl/.

90 Albert Einstein tiber das duale Leben
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5.8.4.4 Die Bereiche eines rotierenden, ungeladenen Schwarzen Lochs

Spin: a=0.99

dubere Ergosphare innere Ergosphare Ringsingularitdt innerer Horizont duberer Horizont

This file is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 4.0 International license. Autor: Yukterez (Simon
Tyran, Vienna).

Die Kerr Metrik enthélt Singularititen, wenn Z=0 und wenn =1 wird, verschwindet die zeitliche
Komponente g, in der Kerr-Metrik. Dies liefert besondere Bereiche, die im Folgenden besprochen
werden.

Wenn man 2 Stunden lang mit einem Médchen zusammensitzt, meint man, es wére eine Minute. Sitzt
man jedoch eine Minute auf einem heifSen Ofen, meint man, es waren 2 Stunden. Das ist Relativitat.

https://pixabay.com/de/photos/ernte-k%C3%Bcrbis-herbst-halloween-4454745/, die Ergosphdire eines rotierenden
Schwarzen Lochs hat die Form eines Kiirbis
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5.8.4.4.1 Die Zeitdilatation der Kerr-Metrik

Rotverschiebung in der Umgebung eines Schwarzen Lochs im Zentrum der Galaxie Messier 87

a'+2-a*r*+r'—(a*—a’*r,r+a’r*)sin(0)’

Sie ist gegeben durch | g | = | -
ie ist gegeben durc |g | a2r2—rsr3+r4+(a4—azrsr+azr2)COS(9)2

Lasst man sich mit Geogebra zu festen Winkeln 6 und festen Werten fiir den Parameter a die
Funktion 7 zeichnen, dann hat man eine Grafik, die der Zeitdilatation der Reissner-Nordstrom-Metrik

entspricht.

'g

Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Dabei sind folgende Parameter benutzt worden:
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a=044 =
) =

0.01 ) 1 ®

6=15 :
o

0 @ 6.28 ()

7(r) = Wenn|r>0,|— 324:—232r2+r4— (34_:2-2r+:2’:) ot i) E
® a2 =2 +rf 4 (a* —a?-2r+ a2 2) cos(8) cos(d)

0.44*+2.0442 P +* — (0.44° — 0447 .2 r - 0.447 r) sin(1.5) sin(1.5) (r>0)

= 044212 — 213 4 ¢4 4 (0.44% — 0.442 - 2 r + 0.44% %) cos(1.5) cos(1.5) |’ rz
. textl = "1 :

text2 = "r\textsubscript{g}” H

Extremum(r,0,15) :
©

= A= (069, 1.61)

C = Max(r,1.7,2.1)
= (1.9, 147105698.11)
D = Max(r,0,1)

= (0.1, 115551443.7)

+ Eingabe...
Zusammenfassung der Parameter
Abb. O;,os l;@/u HileoDcacs : =
o e RS =)

05442.087 2+~ (05~ 052 +05%1) sin(0) sin(0)
057720+ 7+ (05— 0520405 7) cos(@) cos(d)

= Wan(o<r<s,

Schichtaufnahme Zeitdilatation Kerr-Metrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
Die Hintereinanderschaltung des entsprechenden Parameters 6 in zylindrischen Koordinaten (Schichtaufnahme fiir
unterschiedliche Werte von 6
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Abb Zeitdilatation | g“ | Kerr-Metrik in Zylinderkoordinaten, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Kerr-Metrik

a=07 i
O 0 ® 1 ®

a*+2a2P+rt— (a* —a?-2r+a?r) sin(h) sin(®)
a2rr =204t 4+ (a*—a?-2r+ a2 r?) cos(#) cos(f)

b= Oberﬂiche(r cos(6),r sin(6),

@) r cos()
r sin(0)
0.7 +2-077 2 +r* — (0.7 - 072 2r + 0.7% r) sin(0) sin(#)
T2 2P £ 4 (074 - 0.72- 21 + 0.72 12) cos(f) cos(f)

1
_a'+2a?4rt—(a*—a’- 2r+ar) sin(f) sin|
afrl—2r -1 (o —at 2r+a%r% ) cos(B ()

¢ = Oberflache (r cos(f). r sin(#),

,r,0.10.0,0.2 '.rr)

@ r cos(f)
r sin(f)
1

_ 0.7%42:0.7 4 (0.74 - 0.72-2r4.0.72r) sin(#) sin(#)
0.72¢ 20+ P+ (0.77-0.77-2r+0.7°r) cos(#) cos(#)

Da die Zeitdilatation gleich dem Verhéltnis der absorbierten zur emittierten Wellenldnge ist, kann man
auch den Kehrwert nehmen. Dann stellt man das Verhiltnis der emittierten zur absorbierten Frequenz
dar. Das bedeutet, dass der Wert Null einer absorbierten Frequenz von Null entspricht, also Dunkelheit
oder einer Wellenldnge von oo . Wahrend der Wert Eins keine Verschiebung bedeutet.
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Abb. Inverse Zeitdilatation Kerr-Metrik in Zylinderkoordinaten, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, Kerr-Metrik

11|

| g

Zitat: Ein Freund ist ein Mensch, der die Melodie deines Herzen kennt und sie dir vorspielt, wenn
du sie vergessen hast.”!

91 Albert Einstein
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5.8.4.4.2 Die Ergospharen

Die Gleichung g,= — P 1=0 liefert die Form der &uReren Ergosphire. Ersetzt man r durch
+COS
T st = M+\/M2 —a*-cos*(8) so erhilt man:

2
r +a

ro(M + IM? — o - cos’(8)) _
ge = 5 — 1 und damit
(M + IM? — a* - cos’(0)) " + a’ - cos*(0)
ro(M + \/M2 — a - cos’(8))

M? + 2MAM? - &

reo(M + VM* — a*-cos’(0))

- cos’(8) + M* — a° M>+2-M-AM — a’-cos’(0)

- cos’(8) + a’cos’(0) 2 -

2-M>*+2- My M*— a*-cos*( 8
Da r=2M gilt, weil ¢=G=1 ist, erhilt man: g,= v a’-cos’(6)
2'M2+2'M"/M2—a2-cosz(6)

Folgendes Bild zeigt Werte fiir r in Abhdngigkeit des Winkels 6 und des Parameters 0<a<1 .

—-1=0 .

e
2:5

\

5.5 6

g f

Abb. Der Radius T, inAbhingigkeit des Winkels @ , siehe auch htips://www.geogebra.org/calculator/rzwm6ddf,
Giinter Opitz-Ohlsen gemeinfrei

! »
® r(8) = Wenn((} <0< 2m, 1+ /1~ a2 cos(f) cos(H]) :

= 1+ +/1—12 cos(f) cos(d),

(0<f#<2m)
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Abb. Schnitt durch die Ergosphdire, https://www.geogebra.org/calculator/k5zgpetp, fiir M wurde ein Gravitationsradius
genommen, c=G=1, Giinter Opitz-Ohlsen gemeinfrei

Dabei ist folgender Parameter fiir a benutzt worden:

€ = Kurve((\/l — a2 cos(#) cos(#); 9)? 6,0,2 ?T)

s (\/1 — a? cos(#) cos(#); 9), (0 <6 <6.28)
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Ergosphdire, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei, https://www.geogebra.org/calculator/k5zgpetp

Dabei wurden folgende Parameter benutzt:

a =098
O

0

&1 O

c= Kurve((\/l — a? cos(f) cos(G);G),B, 0,2 ‘r‘l’) :

i (\/1 — 27 cos(d) cos(a);e), (0 < 0 < 6.28)

b = Oberfliche(c, 180", xAchse)

cos(u) /1 — 0.982 cos(u) cos(u)
— sin(u) /1 — 0.982 cos(u) cos(u) cos(v)
sin(u) /1 — 0.982 cos(u) cos(u) sin(v)

Man kann an der Gleichung auch leicht ablesen, was der Fall ist, wenn a=0 ist, also das Schwarze
Loch nicht rotiert. Dann féllt die Ergoregion mit dem Schwarzschildradius zusammen, weil dann
rer
9.=—5—1=0 fir r=r gilt
r
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=2-M und damit beginnt die &uBere Ergosphdre immer bei zwei

stat

Im Fall t9=g wird r

Gravitationsradien. Der Gravitationsradius ist durch r = festgelegt. Da wir G=c=1 gesetzt

2
c
haben, ist der Gravitationsradius r,=M . Messen wir die Radien in Einheiten des Gravitationsradius,
so kann man auch fiir den Radius r r=x-r, schreiben. Bei x=2 erhdlt man dann den

. . . . . 2:r, - x - r .
Schwarzschildradius. Somit ergibt sich g, = - 4 — 1.Da M die Masse des

2 2 2 2
x-rg+a-c059

Schwarzen Lochs ist, normieren wir auch hier M = 1 zu einer Gravitationsradius-Einheit und erhalten
2 - X

dann g, = — 5 5 . Weil die Ergosphédre immer bei 2 Gravitationsradien beginnt,
X"+ a -cos6 — 1
kénnen wir zu g, = Z—f - 1= % — 1 vereinfachen. Ein Plot mit Geogebra zeigt dann folgendes
X
Bild:
where = 1 :
O : = o
2 ® 50 gy
2
f(x) = If( wherex >1,= -1 .
O ( X J

2
T ox

~1, (1xz1)

06
@  textl = "g \textsubscriptftt}’ :

@  text2 = "r\textsubscript{g}’

04

+ nput.

0:2

o8 1 132 14 16 18 2 212 2.4 2.6 2.8 3 3:2 34 36 3.8 4

Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Bei zwei Gravitationsradiuseinheiten findet ein Vorzeichenwechsel statt. Physikalisch bedeutet das,
dass aus der Koordinatenzeit t aus einer zeitartigen eine raumartige Koordinate wird.

Der duflere Rand der Ergosphdre ist kiirbisformig, wdhrend der innere Rand sich am dulleren
Ereignishorizont in Form eines abgeplatteten Rotationsellipsoids anschlieft. Den Bereich zwischen
dulerer Ergosphdre und &uBeren Ereignishorizont nennt man auch Ergoregion. Dort zwingt das
rotierende Schwarze Loch allen Kérpern und dem Licht seine Rotation auf. Diesen Effekt nennt man
Frame-Dragging. Ein Beobachter innerhalb der Ergosphdre wiirde den Fixsternhimmel rotierend
wahrnehmen. Aber auch andere Effekte wie der Penrose-Prozess und der Blandford-Znajek-
Mechanismus sind nur innerhalb der Ergoregion moglich.
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Das Gedankenexperiment von Penrose geht davon aus, dass ein Teilchen, das in die Ergosphare eintritt,
dort z. B. durch einen radioaktiven Prozess zerféllt. Der eine Zerfallspartner féllt weiter ins Schwarze
Loch, der andere Zerfallspartner entweicht der Ergoregion. Bei seinen Berechnungen kam heraus, dass
der entweichende Partner mehr Energie hat, als der Zuriickbleibende. Diesen Energieunterschied fiihrte
Penrose auf eine Abnahme der Rotationsenergie des Schwarzen Lochs zuriick.

Am dulleren Ereignishorizont rotiert der Raum mit maximaler Geschwindigkeit. Sie betrdgt die halbe
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, wenn die Ergoregion bei a=M am groten wird.*

Schnell rotierende Schwarze Locher haben fiir die Astronomie eine besondere Bedeutung. Da das
Schwarze Loch Materie in seiner kosmischen Umgebung anzieht, wird sich diese zundchst um das
Schwarze Loch sammeln. Man spricht dann von einer Akkretionsscheibe. Diese kénnen bis in die
Ergosphdre hereinreichen. Astronomen beobachten bei Aktiven Galaktischen Kernen (z. B. Quasare
oder aktive Galaxienkerne) extrem schnelle Materiestrome — die sogenannten Jets.

Eine Erkldrung fiir die Jets konnte folgende sein: da die Materie in der Akkretionsscheibe die Rotation
des Schwarzen Lochs iibernimmt, entsteht ein gravitomagnetisches Feld. Dadurch konnen die
Magnetfelder in der Akkretionsscheibe durch die stark rotierende Raumzeit sehr stark verdreht werden.
Es entsteht ein Kurzschluss und die frei werdende Energie kann durch die Materie in der
Akkretionsscheibe als kinetische Energie aufgenommen werden. Durch die Energieaufnahme kann die
Materie dann aus dem Schwarzen Loch herausgeschleudert werden. Durch weitere Magnetfelder wird
die Materie dann gebiindelt und es entsteht ein nach auflen gerichteter Materiejet.

Allerdings gibt es noch viele offene Fragen fiir die Erklarung der Jets, die man unter anderem mit
Bildern von den Schwarzen Lochern untersuchen will. Dazu hat man das Event Horizon Telescope
entwickelt, das aus einem Zusammenschluss unterschiedlicher Teleskope auf der Erde besteht. Mehr
dazu erfdahrt man unter https://eventhorizontelescope.org/.

Zitat: Klug ist jener, der Schweres einfach sagt.”

92 (Bardeen, Press & Teukolsky 1972).
93 Albert Einstein
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5.8.4.4.3 Die Ringsingularitat

rer

Die Bedingung fiir die Ringsingularitit lautet: g,=— —1-00 , was fiir r’+a’-cos’(6)=0

r’+a*-cos’ 6
. L J , :
der Fall ist. Der Parameter a ist wieder der Kerr-Parameter: a= Mo mit Drehimpuls J und Masse des

Schwarzen Lochs M. Mit den Einheiten G=c=1 variiert a zwischen -M und M. Setzt man M=1, dann
variiert er zwischen -1 und 1. Kip Thorne* fand 1974 heraus, dass der Kerr-Parameter maximal 0,998
betragt.

Bei diesen Setzungen von G=c=M=1 ist die Variable r ein Vielfaches in der Einheit des

Gravitationsradius r,= . Dann ergibt sich: r=a-cos(#) . Zeichnet man die Punkte in der x-y-

2
c

Ebene, so gilt X =(r-cos(#),r-sin(#))=a-(cos*(#),cos(6)-sin(8)) . Dies liefert folgenden Plot

5 ® 5 ® 0.9

b = Kurve(a cos(#) cos(8),a cos(#) sin(),6,0,27) : o

=10. f
o X =0T coslO) coslB) |y _ 6 231853071796
y = 0.7 cos(#) sin(#)

0.7
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1
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Abb. Ringsingularitdit Kerr-Metrik, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

94 https://de.wikipedia.org/wiki/Kip_Thorne
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5.8.4.4.4 Die Ereignishorizonte

Fir r’—2-M-r+a’=0 also rL:M+\/M2—a2 bzw. r'H:M—\/MZ—a2 wird der Nenner von

2 2 2
_r'+a-cos @

. ebenfalls Null, weil r=2-M ist. Damit haben wir zwei weitere Horizonte

rr

2
r—ryr+a
gefunden — den &uBeren Ereignishorizont r;; und den inneren Ereignishorizont oder Cauchy
Horizont ry .

Wir hatten schon gesehen, dass Licht rotverschoben wird, wenn es von einem Stern abgestrahlt wird.
Wird das Licht vom &uleren Ereignishorizont abgestrahlt, dann ist die Rotverschiebung auf die
Frequenz bezogen gleich null oder Unendlich falls man sie auf die Wellenldnge bezieht. Man kann also
nichts sehen.

Der innere Horizont ist eine Cauchy Hyperflache, also eine dreidimensionale Untermannigfaltigkeit in
der Raumzeit, die von einer kausalen Kurve genau einmal geschnitten wird. Kausale Kurven legen
Materieteilchen oder Beobachter zuriick. Sie sind nicht in die Vergangenheit fortsetzbar. Deshalb ist die
Cauchy Hyperflache auch nur in einer Richtung durchléssig.

Gelangt ein Beobachter hinter den Cauchy Horizont, dann gelangt er in eine Region unendlicher
Blauverschiebung. Alles lduft gleichzeitig ab und der Beobachter wird von einem Strahlungsblitz
getroffen und vergliiht.

Wir hatten schon gesehen, dass der Cauchy Horizont eine Nullhyperflache ist, an der die Metrik eine
Singularitédt hat. Man spricht deshalb von singuldren Nullhyperfldchen. Einige Physiker vermuten, dass
aufgrund dieser Eigenschaft ab dem Cauchy Horizont der Bereich der Quantengravitation beginnt, weil
hier die Gleichungen der ART an der Singularitét nicht existieren und iiber die zukiinftige Entwicklung
physikalischer Grofen im Bereich hinter dem Cauchy Horizont nichts mehr ausgesagt werden kann.

Zeichnet man in Polarkoordinaten die entsprechenden Horizonte ein, dann erhdlt man folgende Grafik
mit folgenden Parameter a:

oy - 0= :
0 ® 1 6

r* + a? cos(f) cos(f) r Eﬁ

r2—2r+ a? : /

T Oberfléiche(r cos(f),r sin(f),

O r cos(#)
r sin(6)
= r? 4 0.882 cos(#) cos(#)
r’—2r+ 0.88°
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Abb Kerr-Metrik Ereignishorizont, Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei https://www.geogebra.org/calculator/rwhkb646

Taken during instrument calibration, this image helped test Webb's ability to dig up galactic "fossils." Ancient galaxies are so far that as space
expands, their light has stretched into infrared wavelengths — Webb's specialty. Did that large spiral galaxy towards the bottom of the image catch
your eye? Named LEDA 2046648, it’s a little over a billion light-years from Earth and located in the constellation Hercules. Using images such as this
one, scientists can compare galactic “dinosaurs” with modern galaxies. In turn, this helps us learn more about how galaxies evolve — making Webb
the ultimate space paleontologist. Read more and download here: esawebb.org/images/potm2301a/

ESA/Webb, NASA and CSA, A. Martel.
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5.8.4.5 Die Kerr-Newman-Metrik

Hat das rotierende Schwarze Loch eine Ladung Q, dann ist die Kerr-Newman-Metrik mit der
Raumzeit-Signatur (+, -, -, -) durch folgenden Ausdruck gegeben:

2 2 .2
ror—Q a(Q’-r, r)sin*6
2, 2 2 -1 0 0 2, 2 2
r'+a’-cos” 6 r'+a’-cos” 6
0 r’+a*-cos’6 0 0
g;(t,r,0,0) = rP—ror+d+Q’
0 0 r’+a*-cos’6 0
a(Q=r, r)-sin’ @ (@+r°)=d’(r—r r+d’+Q%)sin’g _,
2, 2 2 0 0 7 3 3 -sin” @
r'+a’-cos” ¢ r'+a“-cos” 6
Mit den Ausdriicken
2, 2 2 J .
2=r"+a-cos’f a=ﬁ J = Drehimpuls
A=r’—r, r+a’+Q’ r.=2-M r.=Schwarzschildradius

x=(a’+r’)’—a* A-sin’ 6
erhdlt man die kiirzere Form der Metrik;

2 2 . 2
ror—Q _1 0 0 a(Q*—r,r)sin’6
X X
%
g;(t,r,0,@) = 0 A 0 0
0 0 X 0
a(Q*~r,r)sin’0 xsin’0
X 0 X

Zur Berechnung der weiteren Tensoren kann man dann folgendes Skript verwenden:

#Einstein Tensor Kerr-Newman-Metrik

version()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')

fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var ('rs m Q a', domain="real")
g00(x,y)=(rs*x-QN2)/(x"\2+a’2*(cos(y))"2) -1
g03(x,y)=(a*(QN2-rs*x)*(sin(y))2)/(x\2+aN2*(cos(y))"\2)
g30(x,y)=(a*(Q"2-rs*x)*(sin(y))\2)/(x/\2+a2*(cos(y))"\2)
g11(x,y)=(xA2+aN2*(cos(y))\2)/(x\2-rs*x+ar2+QA2)
g22(x,y)=(x"2+a"2*(cos(y))"\2)

833(x,y)=(((aN2+xA2)A\2 -aN2*(xA2-rs*x+a’2+QA2)*(sin(y))2)*(sin(y))2)/(x/\2+a"2*(cos(y))N2)
g=M.metric()

g[0,01=g00(x,y)

g[0,3]=g03(x,y)

g[3,01=g03(x,y)

gl1,1]=g11(x,y)

g[2,2]=g22(x,y)
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g[3,3]=g33(x,y)

print("*************************************************************************")-
5
print("************************Kerr_Newman_Metrik*******************************");

print("*************************************************************************")
latex(g[:])

h=g.inverse()
print("*************************************************************************")-
b

b

print("***********************InverseKerrNewmanMetrik***************************");
print("*************************************************************************")-
’

latex(h[:])

nabla = g.connection()
print("*************************************************************************")-
b
print("************************ChristoffEISymbole*********************************");
print("*************************************************************************")-
b
latex(g.christoffel_symbols_display())

Ricci = nabla.ricci()
print("*************************************************************************")-
b
print("****************************RiCCitenSOF***********************************");
print("*************************************************************************")-
b

latex (Ricci[:])

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print("*************************************************************************")

]
print("***************************RiCCiscalar*************************************");
print("*************************************************************************")-

]

latex(Ricci_scalar.display())

Das Ergebnis ist ein Latex-Skript, das z. B. angepasst an TexWorks umgewandelt in ein PDF-File
werden kann.

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl}

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel }
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Kerr Newman Metrik }

\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}
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\begin{document }

\maketitle{ Einsteintensor Kerr-Metrik }

\section{Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array}{rrrr}

\frac{Q"M2} - \mathit{rs} x}{a"2} \cos\left(y\right) {2} + x{2}} - 1 & 0 & 0 & \frac{{\left(Q {2}
- \mathit{rs} x\right)} a \sin\left(y\right)\ {2} }{a"{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\

0 & \frac{a”{2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2} }{QN {2} + ar{2} - \mathit{rs} x + x"{2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & a2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2} & O \\

\frac{{\left(QN {2} - \mathit{rs} x\right)} a \sin\left(y\right)\{2}}{a’{2} \cos\left(y\right) {2} +
xM2}} & 0 & 0 & -\frac{{\left({\left(Q"\ {2} + a{2} - \mathit{rs} x + xA{2}\right)} ar{2}
\sin\left(y\right) {2} - {\left(ar {2} + xA{2N\right)}M{2}\right)} \sin\left(y\right)\ {2} } {a {2}
\cos\left(y\right) {2} + xA{2}}

\end{array }\right)$

\section{Inverse Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{aM{4} + 2\, aM2} xA{2} + x4} - {\left(QN {2} ar{2} + ar{4} - ar{2} \mathit{rs} x + ar{2}
xM2Hright)} \sin\left(y\right) {2} } {\mathit{rs} x {3} - xA\ {4} - {\left(QN {2} + ar{2}\right)} x {2} -
{\eft(QN {2} ar{2} + ar{4} - a2} \mathit{rs} x + ar {2} x A {2}\right)} \cos\left(y\right) {2} } & 0 &
0 & -\frac{QM {2} a - a \mathit{rs} x}{\mathit{rs} x {3} - xA {4} - {\left(QM {2} + ar{2}\right)} x"\ {2}
- {\left(QM2} ar{2} + ar{4} - a2} \mathit{rs} x + ar {2} x\{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {2} } \\

0 & \frac{QMN2} + a2} - \mathit{rs} x + xA {2} } {a {2} \cos\left(y\right)A {2} + x"{2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{1}{ar{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} & O \\

\frac{Q"M2} a - a \mathit{rs} x}{\mathit{rs} x"\ {3} - xA\ {4} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)} x {2} -
{\Meft(QN {2} ar{2} + ar{4} - a2} \mathit{rs} x + ar {2} x A {2}\right)} \cos\left(y\right) {2} } & 0 &
0 & -\frac{a"{2} \cos\left(y\right)\ {2} + QM {2} - \mathit{rs} x + xA {2} }{{\left(Q {2} ar{2} + ar{4} -
aM2} \mathit{rs} x + ar{2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} + \mathit{rs} x"{3} - x\ {4} -
{\eft(QA {2} + ar{2}\right)} xA {2} - {\left(QN {2} ar{2} + ar{4} - aA{2} \mathit{rs} x - QM {2} xA\ {2}
+ \mathit{rs} xA\ {3} - xA {4 }\right) } \cos\left(y\right)\ {2} }

\end{array }\right)$

\section {Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{ \, t \phantom{)\, t} \phantom{\, x} } & = &
\frac{ar{4} \mathit{rs} + 2\, QM {2} ar{2} x + 2\, QM{2} x* {3} - \mathit{rs} x"\ {4} - {\left(a” {4}
\mathit{rs} + a’{2} \mathit{rs} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)A {2}}{2 \, {\left(\mathit{rs} xA{5} -
xM6} - {\eft(QM{2} + ar{2}\right)} xA {4} - {\left(Q {2} ar{4} + a6} - ar{4} \mathit{rs} x +
anM4} xM2}right)} \cos\left(y\right) {4} + 2 \, {\left(ar {2} \mathit{rs} xA{3} - ar{2} xA\{4} -
{\left(QN 2} an{2} + a4 \right)} xM2 N\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, y }*{ \, t \phantom{\, t} \phantom{\, y} } & = & \frac{{\left(Q"\{2}
aM2} - a2} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{4} \cos\left(y\right) {4} + 2
\, aM2} xM2} \cos\left(y\right) {2} + xA{4}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, t} \, x \, z }*{ \, t \phantom{\,
x} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(aAr {5} \mathit{rs} + 2\, QM {2} ar{3} x - a*{3} \mathit{rs}
xM2Nright)} \sin\left(y\right) {4} - {\left(a’ {5} \mathit{rs} + 4 \, QM2} ar{3} x - 2\, aN{3}
\mathit{rs} xA{2} + 4\, QM {2} a xA{3} - 3\, a \mathit{rs} xA{4}\right)} \sin\left(y\right)\ {2} }{2 \,
{\left(\mathit{rs} xA{5} - x\ {6} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)} xA{4} - {\left(Q {2} ar {4} + ar{6} -
a4} \mathit{rs} x + ar {4} x {2 }\right)} \cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(a”"{2} \mathit{rs} x {3} -
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an2} xM4} - {\left(QN{2} ar{2} + ar{4}\right)} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, y \, z }A{ \, t \phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(Q"\ {2}
a5} - a5} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)\{5} - {\left(Q/{2} ar{5} - aA{5}
\mathit{rs} x + QM2} ar{3} xM2} - a3} \mathit{rs} xA{3}\right)} \cos\left(y\right)
\sin\left(y\right) {3} }{ar {6} \cos\left(y\right) {6} + 3 \, ar{4} x~{2} \cos\left(y\right)A {4} + 3\,
aM2} xM{4} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{6}} \\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }A{ \, x \phantom{)\, t}
\phantom{\, t} } & = & \frac{\mathit{rs} x {4} + {\left(3\, QA {2} + aA{2}\right)} \mathit{rs} x {2} -
{\left(2 \, QM2} + \mathit{rs} {2 }\right)} xA {3} + {\left(a*r {2} \mathit{rs} {2} x - aA{2} \mathit{rs}
xM2} - {\left(QA {2} a2} + aM 4 \right)} \mathit{rs}\right)} \cos\left(y\right)A {2} - 2\, {\left(Q {4}
+ QM2} aM{2}vright)} x}{2 \, {Meft(ar{6} \cos\left(y\righty {6} + 3 \, ar{4} xN{2}
\cos\left(y\right) {4} + 3 \, ar{2} xM4} \cos\left(y\righ)r{2} + xA{6}\right)}} \
\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t \, z }/{ \, x \phantom{)\, t} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(a
\mathit{rs} xA\ {4} + {\left(3 \, QM {2} a + ar{3}\right)} \mathit{rs} x {2} - {\left(2 \, QM {2} a + a
\mathit{rs}/\ {2 }\right)} xA{3} + {\left(a’ {3} \mathit{rs}* {2} x - a3} \mathit{rs} xA{2} -
{\Meft(QM2} ar{3} + ar{5}\right)} \mathit{rs}\right)} \cos\left(y\right)A {2} - 2\, {\left(Q {4} a +
QM{2} an{3}\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {2} } {2\, {\left(a”"{6} \cos\left(y\right) {6} + 3\, a" {4}
xM2}  \cos\left(y\right)yr {4} + 3 \, ar{2} x4} \cos\left(y\right) {2} + =xA{6}\right)}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }*{ \, x \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & -\frac{a’{2}
\mathit{rs} + 2 \, QA{2} x - \mathit{rs} x\{2} - {\left(ar {2} \mathit{rs} - 2 \, ar{2} x\right)}
\sin\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(\mathit{rs} xA {3} - xA{4} - {\Meft(QM {2} + ar{2}\right)} xA\ {2} -
{\left(QM {2} ar{2} + ar{4} - aA{2} \mathit{rs} x + a2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} }
\\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, y }*{ \, x \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a" {2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {a” {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{)\, x}
\, y\, y M\, x \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & \frac{\mathit{rs} x* {2} - xA {3} - {\left(Q" {2}
+ aM2}\right)} x}{ar {2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\Gamma_{ \phantom{\, x} \, z \, z }A{ \, x
\phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(3 \, aA {4} \mathit{rs} x\{2} - 2\, a4} x {3} +
{\left(QM{2} ar{4} + ar{6}\right)} \mathit{rs} - {\left(2 \, QA {2} ar{4} + 2\, a6} + ar{4}
\mathit{rs} {2 }\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {6} - {\left(3 \, aA {2} \mathit{rs} x" {4} - 4\, a" {2}
xM5} - {Meft(3 \, QM {2} ar{2} - 4\, aM4}\right)} \mathit{rs} x {2} - {\left(2 \, QA {2} ar {2} + 8\,
anM4} - aM2} \mathit{rs}/2}\right)} xA {3} + {\left(QN {2} ar{4} + ar{6}\right)} \mathit{rs} +
{\left(2 \, QM {4} an{2} - 2\, QM{2} ar{4} - 4\, aM6} - a4} \mathit{rs} {2}\right)} x\right)}
\sin\left(y\right)\ {4} + 2\, {\left(a" {4} \mathit{rs} xA {2} + 2\, aA {2} \mathit{rs} x"\ {4} + \mathit{rs}
xM6} - xM 7} - {\left(QA{2} + 3\, arM{2}\right)} xA {5} - {\left(2 \, QA {2} ar{2} + 3\, ar{4}\right)}
M3} - {\left(QM{2} ar{4} + ar{6}\right)} x\right)} \sin\left(y\right) {2}}{2 \, {\left(a’ {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} xA {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right) {2}
+ xM6}\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, t \, t }A{ \, y \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = &
\frac{{\left(QN {2} ar{2} - a~r{2} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, a {4} x {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right) {2}
+ xM6}} \ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, z }/{ \, y \phantom{\, t} \phantom{\, z} } & = & -
\frac{{\left(Q"N {2} a3} - ar{3} \mathit{rs} x + QA {2} a xA{2} - a \mathit{rs} xA{3}\right)}
\cos\left(y\right)  \sin\left(y\right)}{aA{6}  \cos\left(y\righty {6} + 3 \, ar{4} =xA{2}
\cos\left(y\right) {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)A {2} + xA{6}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \,
x \, x Y\, y \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & -\frac{a”{2} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}
{\mathit{rs} xA {3} - x\ {4} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)} x {2} - {\left(Q {2} ar{2} + ar{4} - a7 {2}
\mathit{rs} x + aA{2} xA\{2}\right)} \cos\left(y\right)A {2} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, y }\{\,
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y \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & \frac{x}{ar{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, y \, y }{ \, y \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a”{2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {a” {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{)\, y}
\, z\, z }M\, y \phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left({\left(Q {2} ar{4} + a/{6} -
a4} \mathit{rs} x + ar {4} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)\ {5} - 2\, {\left(a”{2} \mathit{rs} x {3} -
an2} xM4} - {\left(QM2} ar{2} + aM{4}\right)} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {3} - {\left(Q {2}
an{4} - arM{4} \mathit{rs} x + 2\, QM2} aM{2} xA {2} - 2\, aA{2} \mathit{rs} x {3} - ar {2} x\{4} -
xM 6\ right)} \cos\left(y\right)\right) } \sin\left(y\right) } {a”r {6} \cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} x"\ {2}
\cos\left(y\right)A {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right) {2} + xA{6}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \,
t\, x }M \, z \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & \frac{a{3} \mathit{rs} \cos\left(y\right)\ {2} + 2
\, QM2} a x - a \mathit{rs} x {2} }{2\, {\left(\mathit{rs} xA {5} - x\ {6} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)}
x4} - {\left(QM2} ar{4} + a6} - aM4} \mathit{rs} x + a4} x{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {4}
+ 2\, {\left(ar{2} \mathit{rs} xA{3} - a2} x {4} - {\left(QN {2} ar{2} + ar{4}\right)} xA{2}\right)}
\cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, t\, y }/{ \, z \phantom{\, t} \phantom{\,
y} } & = & -\frac{{\left(QN{2} a - a \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {a*{4}
\cos\left(y\right) {6} - {\left(a”"{4} - 2\, a2} x A {2}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} - xA {4} - {\left(2
an2} xM{2} - xM{4}\right)} \cos\left(y\right)A {2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, x \, z }A{ \, z
\phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & -\frac{2 \, QM{2} ar{2} x - aA{2} \mathit{rs} xA {2} + 2\,
QM2} xM3} - 2\, \mathit{rs} xA {4} + 2\, x\ {5} - {\left(a”{4} \mathit{rs} - 2 \, ar{4} x\right)}
\cos\left(y\right) {4} + {\left(a"{4} \mathit{rs} - aA{2} \mathit{rs} x {2} + 4\, aA {2} x {3 }\right)}
\cos\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(\mathit{rs} xA{5} - xA\ {6} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)} x\ {4} -
{\left(QN\{2} ar{4} + aM6} - a4} \mathit{rs} x + a4} xM{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} + 2\,
{\left(a”{2} \mathit{rs} x {3} - ar{2} x~{4} - {\left(Q {2} ar{2} + ar{4}\right)} xA{2}\right)}
\cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }{ \, z \phantom{)\, y} \phantom{\,
z} } & = & -\frac{{\left(ar {4} \cos\left(y\right) {5} + {\left(Q {2} ar{2} - a2} \mathit{rs} x + 2\,
aM2} xAM{21right)} \cos\left(y\right) {3} - {\left(Q"\ {2} ar{2} - aA{2} \mathit{rs} x - x{4}\right)}
\cos\left(y\right)\right)} \sin\left(y\right)}{ar{4} \cos\left(y\right) {6} - {\left(ar{4} - 2 \, ar{2}
xM2Rright)}  \cos\left(y\right) {4} - xA{4} - {\eft(2 \, ar{2} xA{2} - xA{4}\right)}
\cos\left(y\right)A {2} } \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array}{rrrr}

\frac{QN {2} a4} \sin\left(y\right)A {6} + {\left(Q {4} ar{2} - QM{2} ar{2} \mathit{rs} x\right)}
\sin\left(y\right) {4} - {\left(Q"\ {4} ar{2} + QA{2} ar{4} - QM{2} ar{2} \mathit{rs} x - QA {2}
\mathit{rs} x"3} + QM2} xM{4} + {Neft(QM{4} + 2\, QM2} ar{2}\right)} xA{2}\right)}
\sin\left(y\right) {2} }{ar {8} \cos\left(y\right) {10} - {\left(a"{8} - 4 \, ar{6} xA{2}\right)}
\cos\left(y\right)A {8} - xA{8} - 2 \, {\eft(2 \, ar{6} xM2} - 3 \, ar{4} xM{4}\right)}
\cos\left(y\right) {6} - 2\, {\left(3 \, ar {4} x~A {4} - 2\, ar{2} x\{6}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} -
{\left(4 \, ar{2} xA {6} - x {8}\right)} \cos\left(y\right)" {2} } & 0 & 0 & -\frac{{\left(Q"\ {4} ar {3} + 2
\, QM2} aM5} - QM{2} a3} \mathit{rs} x + 2\, QM {2} a3} x {2}\right)} \sin\left(y\right)\ {6} -
{\left(QN {4} ar{3} + 2\, QM{2} ar{5} - QM{2} ar{3} \mathit{rs} x - QA {2} a \mathit{rs} xA\ {3} + 2,
QM2} axA{4} +

A\eft(QM{4} a + 4\, QM2} arM{3}\right)} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)\{4}}{a”{8}
\cos\left(y\right) {10} - {\left(a{8} - 4 \, ar{6} x{2}\right)} \cos\left(y\right)\{8} - xA\ {8} - 2\,
{\left(2 \, ar {6} xA {2} - 3\, ar{4} x4 }\right)} \cos\left(y\right)\ {6} - 2\, {\left(3 \, ar {4} x/{4} - 2
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\, a2} xA{6}\right)} \cos\left(y\right) {4} - {\left(4 \, ar2} =xA{6} - xA{8}\right)}
\cos\left(y\right) {2} } \\

0 & \frac{QM{2}}{\mathit{rs} xA {3} - xA\ {4} - {\eft(Q\ {2} + ar{2}\right)} xA {2} - {\left(Q {2}
aM2} + a4} - aM 2} \mathit{rs} x + ar2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)" {2} } & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{QA {2} }{ar {2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} & 0 \\

\frac{{\left(Q {4} ar{3} + 2\, QM{2} a5} - QM{2} ar{3} \mathit{rs} x + 2\, QM {2} ar{3}
xM2 Nright)} \sin\left(y\right) {6} - {\left(QA\ {4} ar {3} + 2\, QM {2} ar{5} - QA {2} ar{3} \mathit{rs}
x - QM2} a \mathit{rs} xA {3} + 2\, QM{2} a x4} + {\left(QM {4} a + 4\, Q\{2} ar{3}\right)}
xM2Hright)}  \sin\left(y\right)\ {4} }{a" {8} \cos\left(y\right) {10} - {\left(ar{8} - 4 \, ar{6}
xM2\right)} \cos\left(y\right) {8} - xA{8} - 2\, {\left(2 \, aA {6} x7{2} - 3\, ar {4} x{4}\right)}
\cos\left(y\right) {6} - 2\, {\left(3 \, ar {4} x~A {4} - 2\, ar{2} xA{6}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} -
{\left(4 \, arM{2} x\ 6} - x {8}\right)} \cos\left(y\right) {2} } & 0 & 0 & -\frac{{\left(Q {4} ar {4} +
QM2} anM{6} - QM2} ar{4} \mathit{rs} x + QA{2} ar4} xM{2}\right)} \sin\left(y\right)\{6} -
{\left(QN {4} ar{4} - QM{2} ar4} \mathit{rs} x + QA {4} ar{2} xM2} - QM{2} aN{2} \mathit{rs}
xM3Hright)} \sin\left(y\right)\ {4} - {\left(Q\{2} ar{6} + 3\, QA {2} ar{4} x {2} + 3\, QM{2} ar{2}
xM4} + QM2} xAM6\right)} \sin\left(y\right)\ {2} } {a* {8} \cos\left(y\right) {8} + 4\, ar {6} x/\{2}
\cos\left(y\right) {6} + 6\, ar {4} xA {4} \cos\left(y\right)\ {4} + 4\, ar {2} x {6} \cos\left(y\right) {2}
+xMN8}}

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array}{llcl} \left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Es stellt sich heraus, dass der Ricciskalar verschwindet. Der Einsteintensor ist also gleich dem
Riccitensor. Hier noch einmal die Ergebnisse:

Metriktensor Kerr-Newman-Metrik

_ Q*—rsa = 0 0 (Q'l —rsz)a sin(y)?

a2 cos(y) a2 L a2 cos(y) > +22
-2 2 X
a“ cos(y)” +a
0 (22-+(:*—r.s:c+;z:2 2 0 0
0 0 a?cos(y)? + 22 0
(623 —rsz )a .~;m[y}2 0 0 ((QQ ta?—rsz4 x'z)uz siuf_y]2 - (:r"‘ +x2 )1) 5111(;;_)2
a? cos(y)” +z? a2 cos(y)? +a?
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1. -3. Spalte Inverse Kerr-Newman-Metrik

al+2a?e?4at— [:an"z—l—a'l —a?rsz+ae? :l siu{y]2 0 0
rsrd—ad —(Q2+a2)x2 —(Q2a24at —alrsz4aa?) cos(y)” . .
0 Q% ya?—rseta? 0
RS e,
a= cos(y) +x
0 1
a2 cos(y)"+x2
o Q%a—arsz 0
rszd —ad - (Q%+a2)x? — (Q2a+a' —aZrsz4aa?) cos(y)?

o

4. Spalte Inverse Kerr-Newman-Metrik

. Q2a—arsc
rsad —xl —(Q2+a?)a2 —(Q2a2+at —alrsz+ax2) cos(y)”

a? c:os{y)2+Qj— rer—4mx?
(Q%a24at—a?rsxda?a?) cos(y)’ +rsed -zt = (Q2+a? )2~ (Q2a2+at —alrex— Q22 frsxd—al) cos(y)?

Christoffel-Symbole Teil 1:

3 Christoffel Symbole

atrs+2Q%ax42 Q% x5 —rsxt— (.'.14 rs+arsa? ) sin(y)?

t
r tx T 3 rswd—xb—(Q2+a?)z? —(Q2at+-ab —atrsz+atz?) cos(y) T +2 (a2rszd —a2zt —(Q2a24al)x?) cos(y)z)
t . (Q2a2 —a? 'rs:.z) cos(y) sin(y)
I ty T atcos(y)t+2a2a2 cos(y) 4ot
r t _ 8{15 rs+2 Q%adrz—a? 7‘312) sin(y)*— (ﬂ:5 rs+4 Q%a*z—2a’rsx?+4 Q%ax’ -3 0.7‘5.784) sin(y)?
Tz T2 (TSI5,9:(i,((_22+a2)$4, (Q2a%+ab—atrsztatz?) cos(y)?+2 (azrsm:‘7u29:4’f((1)2a2+a4)$2) cos(y)z)
T t _ (Q2a5 —a® rs.r) cos(y) sin(y)‘r’ - (Qza" —a®rsz+Q%a’z? —a’® f's.rﬁ) cos(y) sin(y)d

y= ab cos(y)®+3 ata? cos(y)* +3 a2t cos(y)? +a5 )
rsm4+(3 Q? +a2)rs:r2 — (2 Q? +'r‘sz):c3+(a2 rs2r—a?rsz?— (Q2a2+a4) rs) cos(y)? -2 (Q" +Q%a? )r

T

e = 2 (aﬁ cos(y)°+3 a*z? cos(y) T +3 a2zt cos(y)® +xb

re _ {arsz:4+{3 QzaJras)Ts:nzf(Q Q2a+arsz)r3+(aﬁrs?.‘cfaﬁrsxzf(Qza"%#»a.‘r’)T.s) cos(y)272 (Q4a,+(.22113)m) sin(y)2
tz T 2 (aﬁ cos(y)®+3 atx? cos(y) +3 a2zt cos(y)z-i—:cﬁ)

re . a?rs+2 C)Ex—rszz—(azrs—2 0,21‘) sin(y)?
T

¥ 2'(1“5333—1'4 —(Q2+a?)x2—(Q%a?+at—a?rsz+ar?) cos(y)z)
re _ a? cos(y) sin(y)
Y
Ty a? cos(y)* +x2
rsx? —.7:3—(QZ+O,2)J:
a2 cos(y)? +a?

T
Py =
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Christoffel-Symbole Teil 2:
(3 atrsz2—2 a“ixs-f—(Qza“-f-aﬁ)'rs—@ Q%*a*+2 aﬁ-f—a‘l'rsz)r,) Sin(y)ﬁ-

xr —
FZZ -

- (3 a’rsxt—4 af?'m!*—[l% Q%a?-14 0,4)?"3:1:2 —

- (2 Q%*a?+8a? —0,21"52)3:3—f—(Qza‘l—i—aﬁ) T8+ (2 QR*a?-2Q%*a*—4a%—a? rsz):c) sin(y)d-."
2 (G,ﬁ cos(y)f'—f—:% adx? cos(y)d—f—l% a?x? cos(y)z—f—x“')

+2 (a‘lrsxz—}—Q alrset4rseb—a7— (622 +3 QQ)I"'— (2 Q2%a%+3 a‘l)r:”— (Qza"‘—l—aﬁ):ﬂ) siu(y)2

eee

+2 (a‘lrsmz—f—Q a?rset+rsxb—x’ — (QZ +3 (12):.3‘" - (2 Q%a?+3 a4)$3— (Qza‘l—i—aﬁ)x) sin(y)2

Christoffel-Symbole Teil 3

(Qzazfazrsz) cos(y) sin(y)
ab cos(y) 43 ata? cos(y) +3 a2zl cos(y)? + b
((.22 a®—alrsz+Q2azr? —arsz::‘) cos(y) sin(y)
ab cos(y) 43 ala? c:o:;(2y)4 +3 a2zl cos(y)*+ab
ry _ a” cos(y) sin(y)
rszd—zt—(Q2+a2)22 —(Q%a2 +a—arsz+a2x2) cos(y)?
T

Y —
Ftt -

Y
F T2 ol 2 2
F Ty a2 cos(y)“+x2
Ty _ _d’cos(y)sin(y)
vy a2 cos(y)’ +z2 )
Ty ((Q2a4+aﬁ—a4rsr+a4xz) cos(y)® —2 (azrsrﬁ—azr4—(6220,2+a4)r2) ces(y)d—(QZa4 —atrsz+2Q%a’z?—2a? rsm"‘—azr‘l—rﬁ) cos(y)) sin(y)
2T 2 5 ab cozs(y)furﬂ cr;mz cos(y)T+3 aZa cos(y)? +xb
D % s 2Q ax—arsx
IE _ ‘ ] a’rs cos(y) + ! ] _
tz 2 (r5157x"7((,)2+a2)14 —(Q2at+ab—alrsetalz?) cos(y) 2 (a2rsa?—a2zl —(Q2a2+at)x2) cos(y)z)
» Qzu:fa,rsm) cos(y) sin(y)
P, = — s
ty at cos(y)ﬁ —(a1—2a222) cos(y)4 —z4—(2a2z2—z4) cos(y 2
rs o 2Q%a%z—a?rsa®+2 Q%z% -2 'rsr4+2157(a‘1'r572 a4r) cos(y)4+(a4rsfa2r512+4aEJ,'g)cas(y)2
e 2(r51571'“7(622+a2j:x47(Q2a4+a“7a4mz+a‘lmz)cos(y)4+2(azrs.r:‘fazz“’7((1)20,24(0,4)12)Cos(yjz)
I (a4 cos(y)5+(Q2a2—a2rsr+2 ccz:rZ) cos(y)‘;—(Qzaz—azrsr—r“l) cos(y)) sin(y)
C at cos(y)® —(at—2 a222) cos(y) ' 21— (2 a2z2 —x1) cos(y)?
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1. Spalte Riccitensor

4 Riccitensor

Q2at sin(g;)'3+(Q'1 a?—(}*a? 'm;n) sin(y)?— (Q" a?+Q%at —Qarse— Q% rsxd 4 Q%+ (Q'1+2 QZaz)x2 ) sin(y)?
a® cos(y) " —(a®—4 abz?) cos[y)s —r*—2(2a%22—3 atz?) cos(y)® —2(3atzt —2 a22) cos(y)? —(4a2x6—x8) cos(y)?

0
0

(Q'la:‘+2 Q%a® Qe rsz+2Q%a’x? ) sin(y)" - ( 10342 Q%" —Q%a* rex—Q%arsx® +2 Q% axt +(Q'1 a+t4 Qla:‘).rj) sin(y)*

- a® cos(y) " —(a8—4a522) cos(y) —a¥ =2 (2a22 —3 ata?) cos(y)" =2 (3 atx? =2 a226) cos(y) T —(4 a2z —25) cos(y)”

2. & 3. Spalte Riccitensor

0 0
Qj
rsxd —xd —(Q24a2)x2 —(Q%a24at —arsr+a2x?) cos(y)” 0
QZ
. S
a? cos(y)*+x?

0 0

4. Spalte Riccitensor

(Q"rz“+2 Q2a® Q20 rsx+2 Q2a3x 2) sin(y)®— (Q'la';+2 Q%a’ -Q%a’ rsx—Q%arsa® 42 Q%ax? +(Q" a4 Q?o”).x:2 ) sin(y)?

a® cos(y) P —(a®—4 ab22) cos(y)® —25—2(2a%22 -3 alat) cos[y)i'—2 (3atzt—2a225) cos(g)'l —(4a?26—28) cos(y)?

0

=]

(Q’L at+Q%a®— Q2 at rsx+Q%a 11‘2) sin(y)®— (Q"lcr.1 —Q%atrse+ Qa2 —Q%a” r‘.e:r,"‘) sin(y)?— (QQQG+3 QPPatr? 43 Q% a2t +Q2;r.“) sin{'g,r)2
a® cos(y)"+4 abz2 cos(y) +6 atct cos(y)T+4 a2eb cos(y) +x®

5 Ricciscalar

(tv‘-ﬂ!y&zJ — 0
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5.8.4.6 Zusammenfassung Metrik Schwarzer Locher

5.8.4.6.1 Die Einsteintensoren

Nicht rotierend Rotierend
Ungeladen Schwarzschild Metrik Kerr-Metrik

Einsteintensor Null Einsteintensor Null

Vakuumlésung Vakuumlésung
Geladen Reissner-Nordstrom-Metrik Kerr-Newman-Metrik

Einsteintensor = Riccitensor  Einsteintensor=Riccitensor

5.8.4.6.2 Die Bereiche rotierender Schwarzer Locher

Kerr-Newman-Metrik mit Ladung Q

2 2 .2
ror— a —r.r)-sin” @
zszQz -1 0 0 (Qz 25)2
r'+a‘-cos” 6 r'+a“-cos 6
2 2 2
0 2r +a coz 02 0 0
gij(tlr:e)q)) = r —rs~r+a +Q
0 0 r’+a’-cos’ 6 0
a(Q*~r,r)-sin’@ (@+r°)—d*(r—r r+a’+Q%)sin’ 6
— 0 0 TR > -sin” @
r°+a‘-cos” 6 r'+a’-cos" ¢
prr=Q
b
S=r’+da’-cos’6
.2 2 2
A=r'—ryr+a+Q
x=(a’+r*)’—a* A-sin’ 6
—a-{sin’0
(-1 0 0
x
x
0 — 0 0
g;(t,r,0,@) = A
0 0 0
) .2
—a-(sin“0 sin“0
¢ 0o X
z x
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Kerr-Metrik ohne Ladung Q

rer
2 2S 2 -1 0
r'+a’-cos ¢

2 2 2
r'+a’-cos” 6

rsr .2
——————sin" ¢
r'+a’-cos ¢

0 0
gy(t,r,B,cD) = rz—rs-r+az
0 0 r’+a’-cos’ 6 0
ror - 0 (@ +r*f—a*(r’—r r+ad’)-sin’ §)-sin’ &
ad—————SIn
r’+a’-cos’ 6 r’+a’-cos’6
Mit folgenden Ausdriicken:
_rgr
= )
S=r’+a’-cos’ 6
A=r2—rs-r+a2
x=(a*+r*)’—a’ A-sin’ 6
-1 0 0 alsin’6
0 % 0 0
liefert das. g,(t,r,0,®) = 0 0 s 0 Damit gilt
-sin”0
alsin’8 0 0 A5 7
hX
Ungeladen Geladen
Metrik -1 0 0 alsin’0 -1 0 0 —adlsin’0
0 % 0 0 0 % 0 0
95 = 0 03 0 95 = 0 0 0
alsin’0 0 0 xsin’f —a-¢sin’d 0 0 xsin’0
T z
Ereignishorizont A:rz—rs-r+a2=0 A:rz—rs-r+az+Q2=
re + \/ 2 2 + \/ 2 2 2
H ry=M+VvM —a roy=M+VM —a —Q
Cauchy Horizont | - 3 2 ) S e
auchy ! r,=M— M*—a’ r=M—M—a’—Q’
'y
.. . 2
Ergosphdire - r, r=1 - rer—Q 1
2 - I -
2
Symbole £= rer - rer—Q
2 >

2 2 2
2=r+a-cos 6

2 2
A=r"—rg r+a

x=(a’+r*)’—a* A-sin’ 6

2 2 2
2=r"+a-cos f
.2 2 2
A=r"'—ror+a +Q
2 2\2 2 o 2
x=(a’+r*)’—a* A-sin’ 6
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Man sieht, dass sich die Metriken strukturell bis auf eine Konstante Q? und einem Vorzeichen gleichen.
Damit gilt das Gesagte fiir die Ergosphdren und die Ereignishorizonte fiir ungeladene Schwarze Locher
bis auf die Konstante Q? ebenfalls fiir geladene Schwarze Lcher.

Die Gravitationskonstante G, die Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Coulomb-Konstante ke wurden bei
allen Metriken gleich 1 gesetzt. Dies beutet z. B., dass der Schwarzschildradius r; mit I SZZ'M

oder I S=2-m angegeben ist. Bei den Berechnungen mit Sagemath habe ich die Bezeichnung der

Koordinaten in (t X, Y, Z) gedndert.
Bei der Berechnung der Tensoren mit SageMath empfiehlt sich die Benutzung von 30 Kernen, damit
das Ergebnis nach ca. fiinf Minuten als Latex-Skript erscheint.

Die Bilder fiir den Metriktensoren, die Christoffel-Symbole und den Riccitensor sind leider zu klein.
Deshalb habe ich den Riccitensor spaltenweise aufgeteilt. Es ist trotzdem ratsam, sich mit einer
Bildschirmlupe, die Bilder ausschnittsweise vergrolern anzeigen zu lassen.

Mit folgenden Parametern wurde ein Plot der Ereignishorizonte der entsprechenden Metriken fiir
rotierende Schwarze Locher erstellt. Fiir Q=0 erhélt man die Kerr-Metrik.

O a=104 :
0 C ] 1

O Q=01 :
® 1 ®

0 @ 6.2831853071796 (»)

2 4 a2 cos(f) cos(f)\:
rP—2r+a2+Q? )

r? + 0.4? cos(0) cos(0)

gll(r) = Wenn(r >0, -

= Poaryoartor 70
O Texrtl = "gttv
O Tert2 = "?'{__s)-"' :

. Textd = “FEreignishorizonte Kerr und : K
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Ereignishorizonte Kerr und Kerr — Newman — Metrik

https://www.geogebra.org/calculator/fy6atqtn, Giinter Opitz-Ohlsen gemeinfrei

NASA, JPL-Caltech, SwWRI, MSSS; Bearbeitung und Bildrechte: Ted Stryk und Fernando Garcia Navarro
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5.8.5 Wurmlocher

Zwei am Ereignishorizont zusammengeklebte Schwarzschild Schwarze Licher, gemeinfrei

1935 wurde von Albert Einstein und Nathan Rosen — damals Assistent von Einstein — die Moglichkeit
raumlich und zeitlicher Abkiirzungen durch die Raumzeit erkannt, nachdem Ludwig Flamm® 1916
erstmals eine Losung fiir Wurmlocher beschrieben hatte. Die Wurmlécher entstehen durch Verklebung
zweier Ereignishorizonte Schwarzer Locher. Wir haben im Skript schon hervorgehoben, dass die
Quantisierung der Raumzeit durch die Existenz von Wurml6cher moglich ist. Das 2013 entwickelte
Konzept ER=EPR von Leonard Susskind und Juan Maldacena besagt, dass ein nicht passierbares
Wurmloch einem Paar maximal verschrankter Schwarzer Locher entspricht. Der Begriff Wurmloch
stammt von John Archibald Wheeler® und soll auf die Ahnlichkeit eines Wurmlochs hinweisen, das ein
Wurm hinterlasst, der sich durch einen Apfel hindurchfrisst. Wurml6écher werden auch Einstein-Rosen-
Briicken genannt.

Sollte es solche Wurmlécher im All wirklich geben, dann wiirde man sie vermutlich am ehesten in der
Nédhe von supermassiven Schwarzen Lochern entdecken. Eine Forschergruppe um De-Chang Dai von

95 https://de.wikipedia.org/wiki/Ludwig Flamm

96 https://de.wikipedia.org/wiki/Wurmloch
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der Yangzhou University in China und Dejan Stojkovic von der University at Buffalo, USA haben im
Fachjournal "Physical Review D" nun erstmals ein Verfahren vorgestellt, wie ein solches theoretisches
Wurmloch in unmittelbarer Umgebung des super massereichen Schwarzen Lochs Sagittarius A* im
Zentrum der Milchstralle entdeckt werden konnte.

Sterne in der Ndhe des Wurmlochausgangs wiirden von der Schwerkraft jener Sterne beeinflusst, die
sich am anderen Ende des Wurmlochs befinden. Ein solcher Einfluss aus der Ferne wiirde sich nach
Ansicht der Wissenschaftler in Verdnderungen der Umlaufbahnen der diesseitigen Sterne um
Sagittarius A* manifestieren. So etwas liele sich tatsdchlich auch von der Erde aus beobachten,
versichern die Wissenschaftler — wenn auch noch nicht jetzt.

Diese Uberlegungen sind weitgehend theoretisch, so die Forscher. Aktuelle Technologien sind noch
nicht prazise genug, um jene Bahnunterschiede nachzuweisen. Neuere Teleskope wéren durchaus dazu
in der Lage, sind die Wissenschaftler iiberzeugt.

Ein solches Wurmloch hétte wahrscheinlich wenig mit den Visionen der SF-Autoren gemein. Denn um
die Passage eines Wurmlochs offen zu halten, wiirde man, um das Ende des Wurmlochs eine Quelle

negativer Energie bendtigen. Wie das zu bewerkstelligen wire ist bis heute nicht bekannt.

Das Verkleben zweier sich nicht rotierender, ungeladener Schwarzer Locher kann durch die
Transformation v> = r—r, der Schwarzschildmetrik durchgefiihrt werden. Dabei wir diese Metrik

ds? = — (1 — ?—q) cAdt? + (1 - T—ﬂ)_ldrﬂ + r*d?

T ™

folgendermallen transformiert:

1—E=r—E= v
r r v2+rS
2 2
\% v +r 2
ds? = 5 c’ - dt’ + — - 4 v’ dv2+(v2+rs) dQ?
v+, 1%
2
2 \% 2 2 2 2 2 2 2
ds® = — cldtt+ 4 (vi+ry)dv? + (v o+ dQ
v+,
2
ds? = —~ c?odt?+ 4 (vier) dvi+(vier)t o do?+ [vi+r)t - sin}(®) - dO?
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Sage Skript und Output zur Berechnung der Tensoren:

Einstein Tensor Wurmloch

#y: 1. Winkel; z: 2. Winkel rs: Schwarzschildradius
version/()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,v,y,z> = M.chart(r't vy z")

var ('rs m', domain='real')

g00 (x,y) =vA2/ (VA2+rs)

gll (x,y)=4* (vA2+rs)

g22(x,y) =(vA2+rs) A2
g33(x,y)=(vA2+rs) A2*gin (y) *sin (y)
g=M.metric()

g[0,0]=g00(x,y)

gll,1]=gl1(x,y)

gl2,2]=g22(x,y)

gl[3,3]1=g33(x,y)

print(||*************************************************************************||)

I

pPrint ("x**kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk****HfEinstein Tensor Wurmloch") ;
#y: 1. Winkel; z: 2. Winkel rs: Schwarzschildradius
version ()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't vy z')

var ('rs m', domain='real')

g00 (x,y) =vA2/ (VvA2+rs)

gll (x,y)=4* (vA2+rs)

g22 (x,y) =(vA2+rs) A2

g33 (x,y)=(vA2+rs) A2*sin(y) *sin (y)

g=M.metric ()

gl0,0]1=g00(x,y)

gll,1]=gl1(x,y)

gl2,2]=g22(x,y)

gl[3,31=g33(x,y)

print(||*************************************************************************||)
i

print(“************************Metrik*******************************") B
print(“*************************************************************************||)

latex(gl[:1)

h=g.inverse()
print(||*************************************************************************||)

I
print ("kkkkkkkkkkkkkkkkkkkrrkrrInverseMetrikr e kkkkkkkkhkhkkkrkhkkhkkhkhdn) ;
Print (Mhkkkkdkhdkhkhkhkhdhdhhhhhhhhhhhkhkhkhkhkhhhhkhkhkhrkhkhhhhhdhdhdhdhhhhhhhkhkn)

.
I
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latex(h[:])
nabla = g.connection/()
print(ll*************************************************************************ll)

.
I

print ("k*kkkkkkkkkkkkkkkkkkk*k**ChristoffelSymbole**** kkkkkkhkkhkkhkkhhhhkhhhhhhhhhk
") ;
print(ll*************************************************************************ll)

.
I

latex(g.christoffel symbols_display())

Ricci = nabla.riceci()
print(ll*************************************************************************ll)

7
print(||****************************Riccitensor***********************************"

) ;
print(||*************************************************************************“)

.
I

latex (Ricecil:1)

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print(||*************************************************************************||)

.
I

print(||***************************Ricciscalar*************************************
¥;
print(||*************************************************************************||)

I

latex(Ricci_scalar.display())

Einstein Tensor Wurmloch

'SageMath version 10.3, Release Date: 2024-03-19°

(rs, m)
khkkkkkkkkkhkkkkhkhkkkkkkhkkkkhkhkkkkkkhkkkkhkhkkkkkkhkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
************************************Metrik*******************************
khkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk*kx
\left (\begin{array} {rrrr}

\frac{vA{2}} {vA{2} + \mathit{rs}} & 0 & 0 & O \\

0 & 4 \, vr{2} + 4 \, \mathit{rs} & 0 & 0 \\

0 & 0 & {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}A{2} & 0 \\

0 &§ 0& 0 & {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}A{2} \sin\left(y\right)A{2}
\end{array}\right)

khkkkkkkhkkkkhkkkhkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkkhkkkhkkkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkk
dkkkhkhhkkkkhhhkhhkkkhkkddkrkkkkkdd*dTnverseMetrikrr*rkhkkkhhhkhhhkkhhkhrhkkdhhrh
khkkkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkhkkkkhkhkkkkkkhkkkkhkkkkhkkhkkhkkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
\left (\begin{array} {rrrr}

\frac{vA{2} + \mathit{rs}}{vA{2}} & 0 & 0 & O \\

0 & \frac{1}{4 \, {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}}! & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{1}{vAa{4} + 2 \, \mathit{rs} vA{2} + \mathit{rs}A{2}} & 0 \\
0 & 0 & 0 & \frac{1}{{\left(vA{4} + 2 \, \mathit{rs} vA{2} + \mathit{rs}
A{2}\right)} \sin\left (y\right)A{2}}

\end{array}\right)

khkkhkhkhhhhhhhhhhhhhhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhhhhhhhhhhhhhhhkkkx

kkkkhkkhkkkkkkkkkkk ki r**ChristoffelSymboler*kkkkkkkhkkhkkhkkhkkhkhhkhkhhhhhkhkhdr
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khkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkhkkhkkkkhkhkkkkkkhkkkkhkhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk*x
\begin{array} {1cl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t \, v }IA{ \, t \phantom{\, t}
\phantom{\, v} } & = & \frac{\mathit{rs}} {vA{3} + \mathit{rs} v} \\

\Gamma_{ \phantom{\, v} \, t \, t }IA{ \, v \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & -
\frac{\mathit{rs} v} {4 \, {\left(vA{6} + 3 \, \mathit{rs} vA{4} + 3 \, \mathit{rs}
A{2} vA{2} + \mathit{rs}A{3}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, v} \, v \, v }IA{ \,
v \phantom{\, v} \phantom{\, v} } & = & \frac{v}{vA{2} + \mathit{rs}} \\

\Gamma_{ \phantom{\, v} \, vy \, y }A{ \, v \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & -
\frac{1} {2} \, v \\ \Gamma_{ \phantom{\, v} \, z \, z }A{ \, v \phantom{\, z}
\phantom{\, z} } & = & -\frac{1} {2} \, v \sin\left(y\right)A{2} \\

\Gamma_ { \phantom{\, v} \, v \, v }A{ \, v \phantom{\, v} \phantom{\, v} } & = &
\frac{2 \, v}{vA{2} + \mathit{rs}} \\ \Gamma_ { \phantom{\, y} \, z \, z IAr{ \, ¥
\phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) \\
\Gamma_{ \phantom{\, z} \, v \, z }IA{ \, z \phantom{\, v} \phantom{\, z} } & = &
\frac{2 \, v}{vA{2} + \mathit{rs}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, v \, z Ir{ \, z
\phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & \frac{\cos\left (y\right)}

{\sin\left (y\right)} \end{array}

khkkkkkkkkkkkkhkkkkkhkkkhkkkkhkhkkkkkkkhkkkkkkkkkkkhkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
****************************Riccitensor***********************************
khkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkhkkkkkhkhkkkhkkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
\left (\begin{array} {rrrr}

0 & 0 & 0 & 0 \\

0 & 0 & 0 \\

0 & 0 & 0 \\

0 &0 &0 &0

\end{array}\right)

LR R R RS A SRR SRR R EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEREEEEEEEEEEESEEEEEE]

0 &
0 &

dkkkhkhkkkkkhhkkkdkkkkkddd**Ricoiscalarrrrrrkkdhhrhrhhkdhhhhhkhhhrhhkkdhhrhhk
khkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkhkkkkhkhkkkkkkhkkkkhkkkkhkkkkhkhkkkhkkkkhkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
\begin{array} {11lcl} \mathrm{r}\left (g\right):& M & \longrightarrow & \mathbb{R} \\
& \left(t, v, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}

Man sieht am Latexoutput, dass der Riccitensor Null ist. Wir erhalten also die Vakuumlésung eine
Wurmlochs, was nicht anders zu erwarten war, weil wir die Schwarzschildmetrik genommen haben.
Fiir die Zeitdilatation und und die Ereignishorizonte benétigen wir die Metrik und die inverse Metrik.

An STS-125 crew member aboard the Space Shuttle Atlantis captured this still image of Hubble as the two spacecraft
continued their relative separation on May 19, 2009, after having been linked together for the better part of a week
during Servicing Mission 4. NASA
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% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl}

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel}
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Wurmloch Metrik}
\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{16.05.2024}

\begin{document}
\maketitle{Wurmloch Metrik}
\section{ Wurmlochmetrik }
$\left(\begin{array} {rrrr}
\frac{vA {2} }{vA{2} + \mathit{rs}} & 0 & 0 & 0 \\
0&4\, v {2} + 4\, \mathit{rs} & 0 & 0 \\
0 & 0 & {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}" {2} & 0\\
0 & 0 & 0 & {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}" {2} \sin\left(y\right)A {2}
\end{array }\right)$
\section{Inverse Metrik}
$\left(\begin{array} {rrrr}
\frac{v~A{2} + \mathit{rs}}{v A {2}} & 0 & 0 & 0 \\
0 & \frac{1}{4\, {\left(vA{2} + \mathit{rs}\right)}} & 0 & 0 \\
0 & 0 & \frac{1}{vA{4} + 2\, \mathit{rs} vA{2} + \mathit{rs} " {2}} & 0 \\
0 & 0 & 0 & \frac{1}{{\left(vA{4} + 2 \, \mathit{rs} vA{2} + \mathit{rs}/{2}\right)}
\sin\left(y\right)\ {2} }
\end{array }\right)$
\end{document}
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Guenter Opitz-Ohlsen

16.05.2024

Wurmloch Metrik

1 Wurmlochmetrik
A 0 0 0
0 4v2+4rs 0 0
0 0 (112 + rs) 2 0
0 0 0 (v%+ rs)”sin (y)?
2 Inverse Metrik
s 0 0 0
0 o 0 0
0 0 v342 rev24rs? i 0
0 L 0 (vi4+2 rsvi+rs?) sin(y)2

Astronaut Harrison Schmitt standing next to boulder during third EVA
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9gtt

-14 12 -10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 a 10 12 14 16 18 20

Die Zeitdilatation und der Ereignishorizont eines Wurmlochs: v=0 bedeutet hier r,. Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei,
https://www.geogebra.org/calculator/yst6drnw

Astronaut Edwin "Buzz" Aldrin poses for a photograph beside the U.S. flag during an Apollo 11 extravehicular activity
(EVA) on the lunar surface. Credits: NASA
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Anhang
A.1 Die Planckeinheiten

Wert in SI- Wert in anderen

Name Grole Dimension Term
Einheiten Einheiten
. : |
he 2176:10°8
Planck-Masse | Masse M mp = 4/ — 2] 1,311-10"%u
G kg
/ 1,616-10735
Planck-Lénge | Ldnge L — E 3,054- 10725 a9
[
L
: : l 5,391-107%
Planck-Zeit Zeit T A s 4]
Planck- 1,876-10718
Ladun IT » = J/Jhedme N7e
Ladung - a v AT
Planck- mp ¢ 1,417 - 1032
Temperatur | © Th = o
Temperatur kg KIS]
Fp h e’
Planck-Druck Druck ML™1T-2 = =—= 4633-10113p
anck-Druc ruc pp E% Ez,t.p P a
) 5 qp |"c541r£U
Planck-Strom Elektrischer Strom QT Ip=— =,/ 3479-1025 A
r | G
Ep h ¢l
Planck-Spannung Elektrische Spannung ML2T 207! | [p = — = —— = / 1,043-1027 VY
qe tpgp \ Gameg
Ve h 1 Z|
Planck-Impedanz Widerstand ML2T Q2 | Zp = T e
P ap i)
g 4 = Fp | e’ 2
Planck-Beschleunigung | Beschleunigung 12 gp = — = fla=s 556-10°Tms2
mp \/ hG
{ f‘n'o‘u
Planck-Magnetfeld Magnetische Flussdichte | MI71T2 Bp — \/m _ \ Gzh 4,29361-10%9T

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Planck-Einheiten
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Name GriBe ‘¢ Dimension ¢ Term ‘¢ Wertin Sl-Einheiten ¢
; : . hG .
Planck-Flache Fldche L2 Ik = ? 2612-10770m2
"G
Planck-Volumen Volumen L3 LR sl 4222107105 3
P o3
1,956-10%J
. . 9y 2 h fic® = 28
Planck-Energie Energie ML-T Ep =mpce* = — = Eo= =1,2209 - 1045 eV
G =543,4 kWh
3
Planck-Impuls Impuls MLT-? mpe = E = hi 6,525 kg m-s™1
lp G
4
Planck-Kraft Kraft MLT-2 Fe = ﬁ - i — -3 1,210 - 1044 N
Ip Iptp G
Ep h (35
Planck-Leistung Leistung ML2T-3 Pp=—= = = 3,628-1052W
tp tt G
mp ﬁtp 65
Planck-Dichte Dichte ML-3 p=—=—= - 5,155- 1096 kg-m™3
E% !?, hG
Planck-Kreisfrequenz | Kreisfrequenz 1,855:104% 571
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A.2 Aufbau der Materie

Masse —
Ladung -

Spin—

Name —

Quarks

Leptonen

Drei Generationen
der Materie (Fermionen)

2,3 MeV

U

12

up

1,275 GeV

%C

2
charm

173,07 GeV

% t

ot
top

4,18 GeV

<2 eV

0
Vzve

Elektron-
Neutrino

<0.18 MeV

WV

Myon-
Neutrino

<18.2 MeV

0 V
Ve T
Tau-
Neutrino

c

0,511 MeV 105,7 MeV 1,777 GeV 2
e 1 -1 @
e V. I.l | 3
) 2 2 2
Elektron Myon Tau LIQJ

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Neutrino

A.3 Die Gravitationskonstante

Physikalische Konstante

Name Gravitationskonstante
Formelzeichen G
Wert
m3
sl 6,674 08 - 107 ——

kg - 82
Unsicherheit rel) | 4,7 - 107°

Quellen und Anmerkungen

Quelle SI-Wert: CODATA 2014 (Direktlink &)

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Gravitationskonstante
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A.4 Lichtjahr

Physikalische Einheit
Einheitenname | Lichtjahr

Einheitenzeichen | Lj, 1y

Physikalische

Gréfe(n) Lange
Formelzeichen | s,d
Dimension L
1Lj = 9460730472580 800 m
In Sl-Einheiten ~ 9,46073 - 10" m

=~ 9.46 - 10" m

Lichtgeschwindigkeit, Julianisches

Abgeleitet
geleitetvon | |

Siehe auch: Parsec, Astronomische Einheit

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtjahr

A.5 Der Energie-Impulstensor

Der Energie-Impulstensor in seiner allgemeinen Form lautet:

JERICRNK
()
Q
Q
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Die folgenden Tabellen erkiéiren die Bedeutung der Symbole.

Symbol Bedeutung
w Energiedichte oder Energie pro Volumen. Die Energie wird iliber
2
IMC fiir Massen oder iiber h-v bei elektromagnetischer
Strahlung berechnet.
Die Energiedichte beschreibt den Energiefluss durch ein
raumartiges Volumenelement.
Energiestromdichte: Energie multipliziert mit der Geschwindigkeit.
S¢sS,5 S,
C Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Im Fall elektromagnetischer Strahlung der negative Maxwellsche
Spannungstensor. Sonst die Impulsstromdichte.

Komponente

Bedeutung

TOO

(Energiedichte, Massendichte) beschreibt den Energiefluss
(Massenfluss) in zeitartige Richtung, also den Energiefluss durch
ein raumartiges 3D-Volumenelement.

Tio;i=1,...,3

(rdumlicher Energiefluss, rdumlicher Massenfluss) beschreiben die
Energiestromdichte (Massenstromdichte) in rédumliche i-Richtung,
also den Energiefluss durch ein 3D-Volumenelement mit einer
zeitartigen und zwei raumartigen Achsen.

T";j=1,..,3

(Impulsdichte) beschreiben den Impulsfluss der j Komponente des
Impulses in zeitartige Richtung, also den Impulsfluss der j
Komponente des Impulses durch ein raumartiges 3D-
Volumenelement.

T;:i,j=1,..,3

Impulsstromdichte) beschreiben den Impulsfluss der j- Komponente
des Impulses in die rdumliche i-Richtung, also den Impulsfluss der
j-Komponente durch ein 3D-Volumenelement mit einer zeitartigen
und zwei raumartigen Achsen.

Symmetrie

Bedeutung

Tk0= TOk

Die Massenstromdichte (Energiestromdichte) ist gleich der
Impulsdichte; das ist eine Konsequenz aus dem
Schwerpunktsatz”.

T'=T";i=1,...,3

Die Scherspannungen sind symmetrisch: Ein Transport der
Jj-Komponente des Impulses in i-Richtung ist stets begleitet
von einem gleich groBen Transport der i- Komponente des
Impulses in j-Richtung. Das ist eine Konsequenz der
Drehimpulserhaltung®.

97 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Schwerpunktsatz

98 Siehe:https://de.wikipedia.org/wiki/Drehimpuls
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A.6 GroRe des Universums

Physikalische Eigenschaften (bezogen auf das
beobachtbare Universum)

Radius > 45 Mrd. Ljl]

Masse (sichtbar) ca. 10°% kg

Mittlere Dichte ca. 4,7 -10730 g/em?
Alter 13,81 0,04 Mrd. Jahrel?]
Anzahl Galaxien ca. 200 Mrd.13]
Temperatur 27K

Hintergrundstrahlung

Anmerkung: Das Hubble Ultra Deep Field umfasst
einen Raumwinkel, der ungefahr dem 150. Teil der
durchschnittlichen Mondscheibe entspricht.

https://de.m.wikipedia.org/wiki/Datei:Albert_Einstein Head %28cropped%29.jpg
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Nachwort

Im Juli 2023 bekam ich die Diagnose kleinzelliges Lungenkarzinom. Als lebensverldngernde
MafBnahmen bekomme ich zurzeit Chemotherapie und Strahlentherapie. Ich hoffe, dass ich dieses Jahr
noch iiberlebe, sodass ich vielleicht noch weitere Verbesserungen an meinem Skript «Allgemeine
Relativitdtstheorie» durchfiihren kann. Falls nicht, bleibt alles beim Alten. Zumindest, was das Skript
betrifft.

Eventuell sind noch unbeschriftete Bilder von mir im Skript enthalten. Die Grafiken, die ich mit
Geogebra erstellt habe, sind durchweg gemeinfrei, auch wenn dies nicht explizit im Text erwdhnt ist.

Im April 2024 und Mai habe ich sehr viel am Skript gearbeitet. Hinzugekommen sind die Kapitel iiber
die Metriken Schwarzer Locher, tiber die Singularitdtstheoreme von Hawking und Penrose. Dariiber
hinaus sind Kapitel iiber die Entropie Schwarzer Locher und die Hawking-Strahlung hinzugekommen.
Dazu habe ich etliche Grafiken mit Geogebra erstellt. Sie sind im Skript mit den entsprechenden Links
zu den Vorlagen enthalten.

Ich habe die Updates zum Skript in einem rolling release Verfahren aktualisiert. Deshalb ist das E-Book

noch nicht auf den neuesten Stand. Liegt einmal eine finale Version des Skripts vor, dann wird auch das
E-Book aktualisiert.

Zitat: Der Horizont vieler Menschen ist wie ein Kreis mit Radius Null. Und das nennen sie dann
ihren Standpunkt.”

Giinter Opitz-Ohlsen, im Mai 2024

99 Albert Einstein tiber die Dummbheit der Menschen
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